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Vorwort 


Aus dem Vorwort des slowakischen Originals 


Im vorliegenden Buch wird an Hand von gelösten Beispielen und Aufgaben mit 
Resultatangabe die Anwendung von Gesetzen und Rechenmethoden aus denjenigen 
Bereichen der Physik erläutert, die den wesentlichen Inhalt der Kursvorlesung ‚‚Ex- 
perimentalphysik‘“ an Technischen Hochschulen ausmachen. Obwohl das Buch in 
erster Linie als Lehrmittel für Studierende technischer Disziplinen gedacht ist, wird es 
aber auch den an naturwissenschaftlichen Fakultäten immatrikulierten Hörern der 
ersten Studienjahre gute Dienste leisten. Es soll zur Verringerung der Schwierigkeiten 
beitragen, denen die Studierenden bekanntermaßen bei der Anwendung physikalischer 
Gesetze auf konkrete Beispiele begegnen. 

Den einzelnen, in sich geschlossenen Teilen vorangestellt, faßten wir jeweils in Form 
einer Einleitung die Definitionen der physikalischen Größen, Gesetze und Lehrsätze 
zusammen, die sich auf den Lehrstoff des zugeordneten Teils beziehen, um dem Leser 
bei der Bearbeitung der Beispiele die Möglichkeit zu geben, den Inhalt der erforder- 
lichen Größen und Beziehungen unmittelbar zu rekapitulieren, ohne dabei andere 
Bücher konsultieren zu müssen. Dennoch besteht wohl kein Zweifel daran, daß vor 
der Lektüre dieses Werkes oder parallel dazu das Studium eines Lehrbuchs der 
Physik erfolgen muß. 


Vorwort der deutschsprachigen Ausgabe 


Die Physik ist eine der wichtigsten Grundwissenschaften für die Ausbildung und 
Arbeit des Ingenieurs. Als eine für die moderne Technik wesensbestimmende Natur- 
wissenschaft durchläuft sie — zusammen mit der von ihr erfaßten und durchsetzten 
Technik - einen tiefgreifenden und komplizierten Entwicklungsprozeß. Der Ingenieur 
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in erster Linie -— aber auch der Naturwissenschaftler, der aus der Praxis erwachsende 
Probleme mit spezifisch physikalischen Mitteln und Methoden in Angriff nimmt, 
benötigt in hohem Maße die Fähigkeit, allgemeine Erkenntnisse und Prinzipien von 
Fall zu Fall auf ganz konkrete Sachverhalte anwenden zu können. Erfahrungsgemäß 
aber bereitet gerade diese Aufgabe dem Studierenden und nicht minder dem jungen 
Absolventen technischer und naturwissenschaftlicher Fakultäten besondere Schwierig- 
keiten, während die allgemeinen Prinzipien an sich, in ihrer naturgesetzlich fixierten 
Allgemeingültigkeit, durchweg zum lückenlos reproduzierbaren Wissensinhalt ge- 
hören. 

Die vorliegende Sammlung von Beispielen und Aufgaben erscheint geeignet, wesent- 
lich zur Behebung dieser Schwierigkeit, allgemeine Prinzipien konkret anwenden zu 
können, beizutragen. Vom Studierenden in Verbindung mit einem Lehrbuch und der 
Vorlesung benutzt, sollen die Bücher „Physik in Beispielen‘ Mittler und Wegweiser 
zwischen den ‚reinen Höhen‘ der Theorie und den mühsam, aber unumgänglich 
notwendig zu beherrschenden Ebenen der wissenschaftlichen Praxis sein. 

Der deutschsprachigen Ausgabe liegt die 2. Auflage des slowakischen Originals zu- 
grunde. Entsprechend den IUPAP-Regeln wurden gegenüber dem Original Ände- 
rungen der Größen und Einheiten vorgenommen. Die zu den einzelnen Aufgaben 
angegebenen Resultate entsprechen von Fall zu Fall den mit Schul-Logarithmentafeln 
oder Rechenstab erzielbaren Genauigkeitsansprüchen. Für die neue Ausgabe wurden 
alle Rechnungen weitestgehend auf SI-Einheiten umgestellt, deren umfassende An- 
wendung sich mehr und mehr durchsetzt. Lediglich in einigen Aufgabenstellungen 
und Zwischenergebnissen wurden alte, noch gebräuchliche Einheiten (z.B. kp, atm, 
Torr, cal) beibehalten, so daß das für die Übergangszeit nötige Umrechnen geübt 
werden kann. | 

Einem vielfach geäußerten Wunsch entsprechend, wurde die bisherige einbändige 
Ausgabe in zwei selbständige Teile zerlegt. Der Band „Mechanik und Wärmelehre“ 
enthält die Abschnitte 1. und 2. der früheren Fassung. Die restlichen Abschnitte er- 
scheinen unter dem Titel ‚‚Elektrik, Optik, Quantentheorie‘‘ unabhängig von diesem 
Buch in einem weiteren Band. 
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I. Mechanik 


1.1. Kinematik des Massenpunktes 


Der Ortsvektor 7 eines Raumpunktes kann in bezug auf den Anfangspunkt eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems mittels der rechtwinkligen Koordinaten des oben- 
genannten Raumpunktes durch folgende Beziehung ausgedrückt werden: 


F=xi+yj+zk, jler=Vx+y2 +22 (1) 


(i, j, k Einheitsvektoren in Richtung der zugehörigen K.oordinatenachsen). 
Die Geschwindigkeit des in Bewegung begriffenen Punktes wird durch die Beziehung 


definiert. Unter Bezugnahme auf Gl. (1) für den Ortsvektor kann man schreiben: 


d=vitovj+t ELSE DUNST 
dt di di 
d.h., 
dx dy dz 
= —, y,=-—-, un =—. 
t dt dt 


Wenn die Geschwindigkeitskoordinaten v,, v, und v, gegeben sind, läßt sich der ab- 
solute Wert für die Geschwindigkeit ermitteln aus 


v=-Yy2+02 +2. (2) 


Die Geschwindigkeitsrichtung bestimmen wir mittels der Winkel «, ß und y, die die 
Geschwindigkeitsrichtung mit den Richtungen der einzelnen Koordinatenachsen x, y 
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und z bildet. Für diese gelten die Beziehungen 


[)) Ü 
COS = ——— m, co = ——— 
Yr +02 +02 V2+o+2’ 
3) 


U, 


cos y BT vr 
Yv2 + v, + vo 


Die Beschleunigung des sich bewegenden Punktes wird durch die Beziehung 


definiert. Weiterhin gilt: 


gerade 9, Da er m 
dt dt dt 

2 2 12 
_Ix, Ile 

di? di? di? 

d.h, 

„, _ Ir _ 4x 1 I» _ _ de, _ d’z 
"u dd’ " d& de’ " dd de 


Für den Zusammenhang zwischen den Beschleunigungskoordinaten a,, a, und a, und 
dem.absoluten Wert der Beschleunigung sowie für die Winkel, die die Beschleunigungs- 
richtung mit den Richtungen der Koordinatenachsen bildet, gelten analoge Bezie- 
hungen wie die Gln. (2) u. (3). 

Bei einer geradlinigen Bewegung kann für den Betrag der Geschwindigkeit und den 
der Beschleunigung folgendes geschrieben werden: 


wobei s die Weglänge der Bewegung ist. 
Eine gleichförmig geradlinige Bewegung ist durch eine konstante Geschwindigkeit ge- 
kennzeichnet. Daher gilt 


| dv 
v = const, er s= [vd= v4 50, 
t 


wobei s. die Länge des zur Zeit? = O bereits durchlaufenen Weges darstellt. Allgemein 
wählen wir den Anfangspunkt für die Bahnmessung an der Stelle, an der sich der 
Punkt zur Zeit t = 0 befand. Dann gilt s, = 0. 
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Eine gleichförmig beschleunigte geradlinige Bewegung ist durch eine konstante Be- 
schleunigung gekennzeichnet. Daher ist 


a= const, v= [adt=at +, 
er 
s= [| vdt= WEN + Vol + So; 


wobei s, die gleiche Bedeutung annimmt wie oben und v, die sogenannte Anfangsge- 
schwindigkeit darstellt, d.h. den Geschwindigkeitswert des Punktes zur Zeit 7 = 0. 
Wenn a = const, jedoch a < 0 ist, dann handelt es sich um eine gleichförmig ver- 
zögerte geradlinige Bewegung. | 

Spezielle Fälle einer gleichförmig beschleunigten geradlinigen Bewegung sind der 
freie Fall, der senkrechte Wurf nach oben und der senkrechte Wurf nach unten: 
Freier Fall 


1: 
a=8; v=(, v=gtl, u 
Senkrechter Wurf nach oben 
1 2 
a=-8, W#F0, vw -g8l, 
Senkrechter Wurf nach unten 


| 2 
a=g, WF+F0, vV=wregt, en 


Bei einer allgemeinen geradlinigen Bewegung ist die Beschleunigung nicht konstant, 
sondern eine Zeitfunktion. Es gilt also 


a=atı), v= [at)dı, s= [([ aw)de) at. 


Die Bewegung eines Massenpunktes, die wir als schiefen Wurf bezeichnen, ist gleich- 
falls durch eine konstante Beschleunigung 
a=g gekennzeichnet, jedoch fallen die Be- 
schleunigung g und die Anfangsgeschwindigkeit 
vo zum Unterschied von einer gleichförmig 
beschleunigten geradlinigen Bewegung nicht in 
die gleiche Gerade. Wenn der schiefe Wurf 
‚sich in einer x,y-Ebene vollzieht, und zwar 
so, daß die Anfangsgeschwindigkeit v, mit der 
x-Achse den Winkel ® bildet (Bild 1), dann Bild 1 
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gelten die Beziehungen 


ss = dv, — 0, a, — dv, = =g,; 
di’ dt 
dx | dy 
ei Be —-gt + vo, = —gt + vV,SınY; 
PIE WR 
x = 0D,CoSp, a ZZ ä 


Bei einer krummlinigen Bewegung ist es üblich, die Beschleunigung des Punktes in 
eine Tangentialkomponente (Berührungskomponente) und in eine Normalkomponente 
(Zentripetalkomponente) zu zerlegen. Dabei gilt 


4 > > Ü > 
a=q4+ 4, = —-T-—I, 
r 


wobei 7 der Einheitsvektor in Richtung der Tangente ist und Ö der Einheitsvektor, 
der in Richtung der Normalen zur Bewegungsbahn am gegebenen Ort fällt und vom 
Krümmungsmittelpunkt zum gegebenen Ort gerichtet ist; r ist der Krümmungsradius 
der Bahn im gegebenen Punkt. Für die einzelnen Beschleunigungskomponenten und 
die Gesamtbeschleunigung gilt also 


dv v? Sr dv \? + 
a = —, =, a /dra- |(& er 
dt r di r? 


Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung eines in Bewegung begriffenen 
Punktes werden durch folgende Beziehungen definiert: 


> _ 22 

dr di di? 
wobei ö der Vektor ist, dessen Wert dürch die Größe des vom zugehörigen Ortsvektor 
eines in Bewegung begriffenen Punktes beschriebenen Winkels gegeben ist. Der Vektor 
steht senkrecht auf der Winkelebene. Als positiv gilt die Richtung, von der aus die 


positive Drehung des Winkels gegen den Uhrzeigersinn gesehen wird. Wenn es sich 
um eine krummlinige Bewegung handelt, kann man schreiben 


@ a, wen er ; 
di dt dt? 
In einem solchen Beispiel fallen die Vektoren $, ©, & in eine gleiche Gerade, die 
senkrecht auf der Bewegungsebene steht. 
Die Winkelgeschwindigkeit hängt mit der Umfangsgeschwindigkeit eines in Bewegung 
begriffenen Punktes gemäß folgender Beziehung zusammen: 


ee 3) 
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(r Krümmungsradius). Aus der angeführten Beziehung für eine ebene krummlinige 
Bewegung folgt weiter: 


A, = "x. 


Für den Wert der Umfangsgeschwindigkeit kann auch bei einer krummlinigen Be- 
wegung die Beziehung v = ds/dt geschrieben werden, wobei s die Bahnlänge be- 
deutet. | 

Ein Spezialfall der krummlinigen Bewegung ist die Bewegung auf einer Kreisbahn. 
Die gleichförmige, eine Kreisbahn beschreibende Bewegung ist durch konstante 
Winkelgeschwindigkeit gekennzeichnet. Für sie gilt 


'o = const, '& - © - 0, o = [odı = ot +9 
t 


wobei @, der Winkel ist, den der Ortsvektor des sich bewegenden Punktes - bezogen 
auf den Kreismittelpunkt - zur Zeit # = 0 mit einer bestimmten, als Basis gewählten 
Richtung des Ortsvektors ‚bildet. Allgemein wird 9, = 0 gewählt. 

Als Periodendauer 7 einer gleichförmigen Bewegung auf einer Kreisbahn bezeichnen 
wir die Zeitspanne, in der ein Punkt die Kreisbahn einmal durchläuft. Es gilt für diese 


Die Frequenz feiner Bewegung stellt die Anzahl der Umläufe in der Zeiteinheit dar: 
1 w 
==: 


Die gleichförmig beschleunigte Bewegung auf einer Kreisbahn ist durch eine konstante 
Winkelbeschleunigung gekennzeichnet. Daher findet man 


&% = const, o= [adt=at + oo, 


0%) foa= [er + od = 1? + wor + 16, 

wobei 9, eine analoge Bedeutung wie oben annimmt und w, die Winkelgeschwindig- 
keit zur Zeit f = O darstellt. 

Im Falle, daß & = const, jedoch < 0 ist, handelt es sich um eine gleichförmig ver- 
zögerte Bewegung, die eine Kreisbahn beschreibt. 

Wir setzen die Bewegung eines Punktes in Relation zu zwei Bezugssystemen S und S”, 
wobei das System S’ hinsichtlich des Systems S eine fortschreitende Bewegung mit 
der Geschwindigkeit ö* und der Beschleunigung 24* sowie eine Drehbewegung mit der 
Winkelgeschwindigkeit und der Winkelbeschleunigung «& vollführt. Danach ist die‘ 


14 I. Mechanik 


Beziehung zwischen der Geschwindigkeit ö bzw. der Beschleunigung @ des Punktes in 
bezug auf das System S und der Geschwindigkeit ö’ bzw. der Beschleunigung @’ des 
Punktes hinsichtlich des Systems S’ wie folgt gegeben: 


edit toxtF +, 


EH+ox(oxt)+2Wwxd)+taxf'+d, 


ä 
wobei F' der Ortsvektor. des in Bewegung begriffenen Punktes in Hinsicht auf einen 
Bezugspunkt des Systems S’ ist. Die Geschwindigkeit ö bzw. die Beschleunigung @ 
bezeichnen wir als absolut, während die Geschwindigkeit ö’ bzw. die Beschleunigung d, 


als relativ bezeichnet werden. 
Unter der Flächengeschwindigkeit einer Bewegung verstehen wir den Vektor 


> 


Pp=-fTxi, 

dessen absoluter Betrag zahlenmäßig der Fläche gleichkommt, die vom Ortsvektor 7? 
eines Punktes in der Zeiteinheit gebildet wird. Wenn 7 Lö und der Anfangspunkt 
des Vektors # im Krümmungsmittelpunkt an einer gegebenen Stelle liegt, dann gilt 


B Beispiele!) 


1. Eine Strecke AB konstanter Länge wird so bewegt, daß ihre beiden Endpunkte A 
bzw. Bentlang der y-Achse bzw. x-Achse eines bestimmten rechtwinkligen Koordinaten- 
systems gleiten (Bild 2). Es ist festzustellen, welche Bahn bei dieser Bewegung der be- 
liebig gewählte, auf der Strecke AB liegende Punkt M beschreibt. 


Lösung 


Bei der gemäß Bild 2 vorgesehenen Bezeichnung 
kann man schreiben 

x=ac0spg, y=bsinp 
oder 


x y 
— =0059, — =sing. 
a b 


Bild 2 


1) Die numerischen Rechnungen wurden, soweit erforderlich, mittels Logarithmentafel aus- 
geführt 
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Durch Potenzieren beider Gleichungen und durch Addieren erhalten wir 


we 
Der Punkt M bewegt sich längs einer Ellipse mit den Halbachsen a und b. 


. Die Bewegung eines Punktes sei durch die Gleichungen 
x= a (et a e-kt), y=a (ekt ae e-*) 


bestimmt, wobei a und k Konstanten darstellen. Es ist die Gleichung der Bewegungs- 
bahn zu ermitteln und der Geschwindigkeits- sowie Beschleunigungswert des Punktes 
als Funktion des absoluten Wertes vom Ortsvektor des Punktes auszudrücken. 


Lösung 
Die Gleichungen, die die Bewegung des Punktes bestimmen, Können in folgender Form 
geschrieben werden: 
x = ale +e-) = 2a cosh kt, 
y= ale — ee") = 2a sinh kt. 
Durch Potenzieren beider Gleichungen und durch Subtraktion erhalten wir 
x? — y? =4a?, (1) 


da cosh? kt — sinh? kt =1. Aus Gl. (1) ergibt sich, daß die Bahn des Punktes eine 
Hyperbel darstellt. Für den Geschwindigkeits- und Beschleunigungswert gilt 


2 2 
= 5) E* 2) —Y 2K2(ekt _ e-kt)2 1 g2K2(ekt I e-kt)2 — 


dr 
=kVx?+y?=kr, 


er d2x\2 d2y\? : 
21) +) er. 


. Die Bewegung eines Punktes ist in Polarkoordinaten durch die Gleichungen r = Ae*' und 
po = kt gegeben, wobei A und k Konstanten sind. Es ist die Gleichung der Bewegungs- 
bahn zu finden; Geschwindigkeit, Beschleunigung und Krümmungsradius der Bahn 
sind als Funktion der Polarkoordinate r auszudrücken. 


Lösung 


In Polarkoordinaten lautet die Bahngleichung r = AeP, was die Gleichung der logarith- 
mischen Spirale darstellt. Für die Geschwindigkeit bzw. die Beschleunigung gilt 


a 
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Wennx =rcospundy =rsing ist, wobei r und p gemäß der angegebenen Beziehung 
zeitabhängig sind, dann gilt 


a EN 2 2 sin [RN 2 42 cos? 0 [P\” 
5) cos »+() sın“o + r“sın (Ti) + r” cos (5) se 


v = 
dr dp dr dp 
SR: ne „ea = 
2r 17 dr sin®cosp + rer singcosp = 
dr.\? dp 21-2 „2kt 2[-2 
— Je) +r2 =) — VA2k2e2kt 4 r2K2 = krV2 


d?r \? dr dp 5 dp\* 5 d?»\? 
ns +4) (&) iz ee er es 


a7 2 2 
= d’r (&) m dr dp d’p 


ar \a dar 
= JArKter + AA®Kte3 + r?k* — 2rAkte® = /4ktr? = ker. 


do 
Der Krümmungsradius R kann aus der Beziehung v = R errB bestimmt werden, so daß 
sich ergibt 


R= 2 -rf2. 


4. Ein Zug fährt mit einer Geschwindigkeit von 72km h!. Durch Einsatz der-Bremsen 
kann der Zug innerhalb 2 min zum Halten gebracht werden. Unter der Voraussetzung, 
daß die Bewegung des Zuges während der Bremsung gleichförmig verzögert ist, ist die 
Entfernung desjenigen Ortes von der angesteuerten Bahnstation zu errechnen, an dem 
die Bremsen betätigt werden müssen. 


Lösung 


Für Geschwindigkeit und Weg einer gleichförmig beschleunigten Bewegung gelten die 
Beziehungen 


1 
v=v-+tal, s=vttrzal. 


Nach Ablauf der Zeit ? = 2 min soll die Geschwindigkeit v = 0 sein, damit wird 


Vo 72kmh-! 1 Eu 
1=- — = -— —— . 
t 2 min 6 


Während des Bremsvorgangs legt der Zug bis zum Halten den Weg zurück 
1 


. I 
s= 72kmh"!-2min Zr z ms” 2° min? —= 1200 m = 1,2km. 


Demnach müssen die Bremsen bereits in einer Entfernung von 1,2 km vor der Station 
in Betrieb gesetzt werden. 
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5. Eine Straßenbahn setzt sich mit der Beschleunigung a = 0,3 m s”? in Bewegung. Welche 
Zeit benötigt sie für das Passieren des ersten Meters ihrer Bahn? In welcher Zeit durch- 
fährt sie den zehnten Meter, und wie groß ist ihre Fahrgeschwindigkeit am Ende des 
zehnten Bahnmeters? 


Lösung 


Für die Geschwindigkeit und die Strecke, die von der Straßenbahn durchfahren wird, 
gelten die Beziehungen 


v=at;, s= —ar. 
2 
Für die Zeit, welche die Straßenbahn für ihren ersten Meter benötigt, gilt 


25, J 2m 
= ——m |— =258s. 
: J a 0,3 ms”? Zu 


Die Zeit t*, während der sie den zehnten Meter ihrer Bahn durchfährt, ermitteln wir 
aus den Beziehungen 


1 
= — aß So=— al 


2 2 


" | m u m 18m 
a ee 0,3ms2 u 03ms2 


= a — 7,75)s = 0,48. 
Am Ende des zehnten Meters hat die Straßenbahn die Geschwindigkeit 


vo >= alıo = 0,3 m s-2 € 8,15 Ss = 2,45 ms-t, 
/ 

6. Ein Körper werde vom Erdboden aus mit der Geschwindigkeit vo = 4,9 ms”! senkrecht 
aufwärts geworfen. Gleichzeitig beginnt aus der Höhe, die dieser Körper maximal er- 
reicht, ein anderer mit der gleichen Anfangsgeschwindigkeit vo senkrecht nach unten 
zu fallen. Es ist die Zeit t* zu bestimmen, zu der beide Körper einander begegnen, des- 
gleichen die Entfernung Ah von der Erdoberfläche sowie die Ge- 
schwindigkeiten vf und vf beider Körper im Moment ihres Zu- 
sammentreffens. Der Luftwiderstand wird vernachlässigt. 


Lösung 


Für den Körper 1 (Bild 3), der aufwärts geworfen wurde, gelten 
die Beziehungen 


1 
Ss =Vbol — Dre 1 =w—gl. 


Seine maximale Höhe erreicht er in der Zeit 7. Hier ist seine 
Geschwindigkeit v, = 0,d h., /m = vo/g. Seine Maximalhöhe Bild 3 


2 Haiko, Mechanik 


18 


1]. Mechanik 


beträgt 
„.®_1,8_18 
ne Drg 2 
Für den senkrecht abwärts fallenden Körper 2 gelten die Beziehungen. 


1 
Ss =Vol+ 78%; . =V tel. 


Für den Moment des Zusammentreffens finden wir 


1 1 
2: 2 2g 
so daß wir für die Zeit * bis zum Treffen beider Körper den Wert 
Vo 4,9 ms-! 
= — = ——=0,125 
Ag 4-9,81lm a 


erhalten. Für die Höhe h des Zusammentreffens sowie für die hier geltenden Geschwin- 


digkeiten vf und v% erhalten wir durch Einsetzen des Wertes von 7* in die entsprechenden 
Beziehungen 


EEE ER 
4g 2 168° 328g 32 - 9,81 ms? 
3vo 5 
t=n- 2-7 =-3,61mst; 4-04 2-2 -sl2ms, 


. Ein Körper bewegt sich im luftleeren Raum frei fallend aus der Höhe h = 245 m. 


Teilen Sie diese Fallstrecke in zn =5 Teilstrecken, und zwar so, daß die Fallzeit des 
Körpers für jede dieser Teilstrecken gleich groß ist. 

Lösung 

Wir halten folgendes fest: = xı +xX2 + --- + x.. Wenn wir die Fallzeit, die für alle 
Teilabschnitte gleich groß ist, mit dem Zeichen 1. angeben, so finden wir 


1 1 
1=- gl; Aı tm = 8210)”; 


h=-ı+x%+"+r%0%> — ginto)?. 
Für 1. gilt dann 
2h 1 
gn?' 
so daß sich ergibt: 


£ 


0” 


1 h 1 2. 1\?*  3h 
Al > 8% ” 72 » I2 = 5 8210) X =h (=) A (—) = ne 
2n — 1 


h. 


..." Kn = 
9 n? 


2%* 
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Für k = 245m und zn = 5 erhalten wir also 


= 245 m 


_ 3.245m 
2775 


= 9,8 5 = 
we 25 


= 29,4 m; 


X = 49,0m; x = 686m; x; = 88,2m. 


. Ein Massenpunkt führt eine geradlinige Bewegung so aus, daß seine Beschleunigung mit 


der Zeit gleichförmig anwächst und während der ersten 10 Sekunden der Bewegung vom 
Nullwert auf den Wert 5ms°? steigt. Wie groß ist die Geschwindigkeit des Massen- 
punktes nach Ablauf von 10 s, und welche Strecke legt er in dieser Zeit zurück, wenn er 
sich zur Zeit {= O0 in Ruhe befand? 


Lösung 
Für die Abhängigkeit der Beschleunigung von der Zeit kann geschrieben werden: 
a=kt, - =. =05ms”, 


Demnach erhalten wir für Geschwindigkeit und Weglänge: 


v - [awar- [mar=— kt; 
1 


vwo=z '05ms°-10?-25ms}; 
1 1 
= /vd=| — krd=—kr; 
" J° |3* NZ 
1 
Ssıo = — ' 0,5 ms”? - 10° s? = 83,33 m. 


6 


. Eine Granate verlasse das Kanonenrohr mit der Mündungsgeschwindigkeit 


vo = 1000 ms”! unter einem Abschußwinkel von 00 = 55°. Unter Vernachlässigung 


‘von Luftwiderstand und Erdkrümmungist die theoretische Schußweite und die maximale 


Schußhöhe zu bestimmen. 


Lösung 


Für die Koordinaten eines bestimmten Punktes der Geschoßbahn gelten wie beim 
schiefen Wurf die Beziehungen 


, 1 
x=V0C0OSP%; F=volsin Yo — Zen. 
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Im Punkt B (Bild 4) ist die „-Komponente der Geschwindigkeit gleich Null, so daß ge- 
schrieben werden kann 
dy 
—=v6sSi —-eget=0. 
Ar oSINMP0 —& 
Für die Zeit z, in der die Granate den Punkt B erreicht, gilt 
vo Si 
A Vo SIN Yo 
1:4 
so daß sich ergibt: 
vo sin 1 v2sin? v2 sin? 
Gen a ans 3 2a oe Yen: 
8 2 g£ 2g Ä 
Dieser Wert stellt die von der Granate theoretisch erreichbare Maximalhöhe dar. 
Im Punkt C ist y = 0. Diesen Punkterreicht die Granate nach einer Zeit, für welche gilt: 
En 2Vo sin O0 


1) 
8 


Die zweite Wurzel von Gl. (1) t = 0 gilt für den Abschußort, an dem ja gleichfalls 
y =0 ist. Für die Schußweite d erhalten wir dann 


: 1 
voESINYo — Zst =(; 1: 


2v, sin v2 sin 2 
d=% 0089 0 a 95,7 km. 
& 


Bild 4 Bild 5 

Artilleristen erkennen ein Objekt A in gerader Luftlinienentfernung d = 5000 m unter 
einem Horizontwinkel $ = 60°. Wie groß muß der Abschußwinkel 90 bei einer 
Mündungsgeschwindigkeit vo = 300 m s-! sein, damit das Objekt getroffen wird, wenn 
dieses gleichzeitig mit dem Abschuß frei zu fallen beginnt? Der Luftwiderstand werde 
vernachlässigt. 


Lösung 


Diese Aufgabe ist leicht zu lösen, wenn wir daran denken, daß im Moment des Zu- 
sammentreffens die Koordinaten von Schuß und Objekt zusammenfallen müssen 
(Bild 5). Für die Schußkoordinaten gelten die Beziehungen 


j 1 
x = vVolCOoSYo, y = votsin 9 Zen. 


11. 


12. 


punkt vollführt im luftleeren Raum eine Bewegung 
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Die Objektkoordinaten wiederum erfüllen die Beziehungen 
y 1 
x =dcosf, y =dsiaß -— Zen. 


Im Moment des Zusammentreffens muß demnach gelten 07 


votcospo =dcosß; 
Le. 1.35 
vot sin po — 8 =dsnf- Zt ’ 


Nach Dividieren der zweiten Gleichung durch die erste er- 


halten wir J % 
ch 


tango =tanf, also 9 = P = 60°. a 
Der Abschußwinkel muß also ebenfalls 60° betragen. 


Ein Flugzeug A fliegt in einer Höhe h = 4000 m mit einer Horizontalgeschwindigkeit 
v = 500 km h’!. In welcher waagerecht gemessenen Entfernung x. (Bild 6) vom Punkt B 
muß ein beliebiger Körper aus dem Flugzeug abgeworfen werden, damit er im freien 
Fall in B auftrifft? Der Luftwiderstand wird vernachlässigt. 


Lösung 


Der aus dem Flugzeug abgeworfene frei fallende Körper vollführt, bezogen auf die 
Erdoberfläche, eine Bewegung von der Art des horizontalen Wurfes mit einer Anfangs- 
geschwindigkeit, die der Flugzeuggeschwindigkeit im Moment des Abwurfs entspricht. 
Für die Lage des Körpers in jedem beliebigen Moment gilt dann 


1 2 
x=ut; yaze : 


Die Bedingung dafür, daß der Körper im Punkt B auftrifft, kann durch folgende Glei- 
chungen ausgedrückt werden: 


1 2 
Xo = lo; Zzgl ’ 


für die gesuchte Größe x. erhalten wir daraus 


2h 5-105m 8000 m 
a 2 — 30-1005 Sims Dem. 


Ein mit der Anfangsgeschwindigkeit vo unter 
dem Abschußwinkel 9 hochgeworfener Massen- 


in Form einer Parabel (Bild 7), deren Parameter- 
darstellung durch folgende Gleichungen gegeben 
ist: 


i 1 
x=vlcosp; y=YLsinp — zer. 
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Es sind die Größen Geschwindigkeit, Tangential- und Normalbeschleunigung zu er- 
mitteln, durch welche die Bewegung des Massenpunkts an einem beliebigen Ort seiner 
Bahn ausgezeichnet ist. 


Lösung 


Für die Darstellung der Koordinaten und der Geschwindigkeit gelten die Beziehungen 


dy 
%. = —- =VC059 vv — =nSnYp — gt; 


= EHRE = „| 2u[me sing - Lo) = (REe 
Die Geschwindigkeit bildet mit den Koordinatenachsen Winkel, für die gilt: 
Dx vVoCoSP _ 
YvR — 28y SR 28 — 2gy 
a Z _ _bo sing — gt 
YuR — 28y Na 2 vg — 28y 


Für die Tangential- und Normalbeschleunigung erhalten wir: 


cos (v, x) = 


dy 

._w_ E _ glwosinp—gN) 
ı "nn oT — — — m —: 

dt v2 — 2gy Ü 2 

vo sin r)? v2 2 

a=a—-a=g? 8“(vo gt) (1 -3)-5e@-- 

5 g”v2 cos? . gVo COS Y 

Set we re 
v v v 


13. Ein Körper beginnt sich um eine feste Achse mit der konstanten Winkelbeschleunigung 
& = 0,04 s"? zu drehen. Nach welcher Zeit, vom Beginn der Drehbewegung an ge- 
rechnet, bildet die Gesamtbeschleunigung eines beliebigen Punktes des Körpers mit der 
Tangentialgeschwindigkeit desselben Punktes einen Winkel 
von o = 76°? 


Lösung 


Für den Winkel, den die Gesamtbeschleunigung eines be- 
stimmten Punktes des rotierenden Körpers mit der Ge- 
schwindigkeitsrichtung bildet (Bild 8), gilt 


a ro & & Bild 8 


14. 


15. 
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so daß sich für die Zeit 7*, in der die angegebene Bedingung erfüllt wird, ergibt: 


tan @ tan 76° J 4,01 
'&x 0,04 s-? 0,045? —— 


Um den Mantel einer Rolle mit dem Radius r, die sich um eine horizontale Achse 
drehen kann, ist ein Seil gelegt, an welchem ein Körper hängt (Bild 9). Die Bewegung 
des Körpers wird durch die Gleichung s = !/, at? definiert. Be- 
stimmen Sie die Zeitabhängigkeit der Beschleunigung des 
Punktes M, der auf dem Rollenumfang liegt. 


Lösung 


Die Geschwindigkeit des Körpers ist durch die Beziehung 


u= Se at 
a 

gegeben. Die Geschwindigkeit v des Punktes M hat ebenfalls 
den Wert v = at. Für die Tangential- bzw. Normalbeschleuni- 
gung des Punktes M gilt somit 
la ’ vu at 
Dr Ta 
Der Wert der Gesamtbeschleunigung des Punktes M ändert sich dann mit der Zeit ent- 
sprechend der Beziehung 


a 


444 


ann ß a a ET 
 /Era= [er 2 Jar an 
r r 


Ein Zug bewegt sich gleichförmig verzögert auf einer Bahn der Länge s = 800 m, die 
in Form eines Kreises mit dem Radius r = 800 m gekrümmt ist. Es sind zu bestimmen: 
der Wert der Gesamtbeschleunigung eines beliebigen Punktes des Zuges am Anfangs- 


und Endpunkt des gekrümmten Streckenabschnitts sowie die Zeit, die der Zug zum 


Durchfahren dieser Strecke benötigt. Die Zuggeschwindigkeit am Beginn der Kurven- 
strecke sei vo = 54km h-! und am Ende v = 18 km h*!. 


Lösung 
Für die Bewegung eines beliebigen Punktes des Zuges gelten die Beziehungen 
1 
v=uv tat; s=vo+ = ar?. 


Wenn wir in diese Gleichungen für v, v, und s die in der Aufgabe gegebenen Werte ein- 
setzen, können wir daraus die Zeit /*, in der der Zug den Streckenabschnitt durchfährt, 
sowie die Tangentialbeschleunigung a, errechnen. Man findet nämlich 


v— Vo 1iv—-v 
i PIREN Er x en 


| 
2 — 2 (vo + v) I 
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so daß sich ergibt: 


2S 1600 m —v 
Ser a>= Pr" ° = 0,125 ms2. 
3,6: 105 8 


Für den Wert der Gesamtbeschleunigung gilt die Gleichung a = \ a? + a2, wobei man 

die Normalbeschleunigung am Anfangs- und Endpunkt der Kurvenstrecke aus den 
Beziehungen 

v v? 

ano=— bzw. u=— 

r r 


bestimmen kann. Nach Einsetzen der hieraus berechneten Werte in den Ausdruck für 
die Gesamtbeschleunigung erhalten wir diese am Anfang und am Ende der Kurven- 
strecke zu 


ao = 0,308 ms”"?; a= 0,129 ms”?. 


Ein Rad dreht sich mit der Tourenzahl z = 1500 U min-!. Durch Einsatz einer Bremse 
kann man erreichen, daß seine Drehbewegung in eine gleichförmig verzögerte übergeht 
und das Rad nach einer Bremszeit von fo = 30s stehenbleibt.. Berechnen Sie die 
Winkelbeschleunigung & und die Zahl der Umdrehungen, die das Rad vom Beginn des 
Bremsvorgangs bis zu seinem Stillstand ausführt. 


Lösung 


Für den Momentanwert der Winkelgeschwindigkeit gilt die Beziehung 


o=wo tat, 
1500 


ae 50 rs-!. Inder Zeit t = t, ist offensichtlich ® = 0, so 


wobei w, = 2rn = 2r 
daß sich ergibt 


1027, +o=0 


und somit gefunden wird 


Der Ortsvektor eines beliebigen Punktes des Rades beschreibt, bezogen auf den Mittel- 
punkt, in der Zeit to den Winkel 


1 5 
9%=Wwolo + 7 ot = 1500r — 77 r 900 =750r. 


Für die Anzahl der in der Zeit fo ausgeführten Umdrehungen finden wir 
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17. Untersuchen Sie die Bewegung eines Massenpunktes, dessen Ortsvektor entsprechend 
der Beziehung f = iA cos br + jAsin bt von der Zeit abhängt, wobei A=6m und 


T 
—= — st jst. 
4 5 


Lösung 


Für die Geschwindigkeit gilt die Beziehung 
d’ 3 


= ( sing 14 Jeos tms“ 
Br Tr) a er 


womit sich für den absoluten Geschwindigkeitsbetrag ergibt 
Ir? Zr 
i|=v’=./—ms!i=— mes. 
ö 4 2 
Also ist der Geschwindigkeitsbetrag konstant. 
Die Richtung der Geschwindigkeit kann man für jeden Moment durch den Einheits- 
vektor in Geschwindigkeitsrichtung bestimmen, und zwar 


T 


= —isin 
4 


t-+ jcos bi: 
J 4A e 
Für die Beschleunigung erhalten wir analog 
u zu ( icos— t— jsin \ms 
BT a ng 
Der Betrag der Gesamtbeschleunigung ist also 


% In? 
läl =aum-= gms" 


ebenfalls konstant. Für die Tangential- und Normalbeschleunigung resultiert weiter 


. dv 0° , 
a=—=(0; ne a 


dt 
Der Krümmungsradius R = v?/a, = 6m ist also konstant. Da die Komponente des 
Ortsvektors zur Z-Achse gleich Null ist, handelt es sich um eine Bewegung in der 
X,Y-Ebene mit dem konstanten Krümmungsradius R = 6m. Es ist eine Bewegung auf 
einer Kreisbahn. Den vom Ortsvektor 7? und vom Geschwindigkeitsvektor D gebildeten 
Winkel kann man aus den folgenden Relationen bestimmen: 


cos FR _ A@oos br + jsin br) Ab(—isin be + jeosbe) _ 
rÜ 


= —cos btsinbt + cosbtsindbt =. 
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Es ist also 9 = 90°, d. h., der Geschwindigkeitsvektor ist ständig senkrecht zum Oıts- 
vektor gerichtet. Da v = »R ist, erhalten wir für die Winkelgeschwindigkeit 


Zr 
[D) 2 T 
en, a et 1 
148) R 6 Ss 4 Ss % 


Für die Umlaufzeit 7 gilt dann 


Der Vektor @ der Winkelgeschwindigkeit ist senkrecht zur Kreisebene gerichtet, auf der 
die angegebene Bewegung des Massenpunktes erfolgt. Es gilt also für die Winkel- 
geschwindigkeit ® = (n/4)k s'. Für die Geschwindigkeit gilt auch die Beziehung 
D=@ x Foder 


> nd > T ;” > T > _° T 

5-öx = IK x (61 00 2 14 6jsin Zr) ms - 
i Fi k 

Te Ir Te In; nu 

— 0 Be 1=[(j— u a 
0 g | ms 15 05 1 sin Cr)ms 
T EL: 

6008 8; 6sin —t; O0 


4 


Wir erhalten offenbar den gleichen Ausdruck wie oben. 


Bestimmen Sie die Periodendauer für die Bewegung eines Körpers, der in zwei schiefen 
Ebenen ab- und aufwärts gleitet, die mit der Horizontalen den Winkel & bzw. ß (Bild 10) 
bilden, wenn dieser in der Zeit t = 0 aus der Stellung A freigelassen wird. Reibungs- 
verluste sowie Verluste an kinetischer Energie beim Aufprall von einer Ebene auf die 


andere bleiben unberücksichtigt. 


Lösung 


Wir setzen voraus, daß sich der Körper 
anfangs im Punkt A in der Höhe A über 
der horizontalen Ebene befindet. Zum 
Punkt B gelangt der Körper mit der Ge- 
schwindigkeit 


vo = „/2eh 


und bewegt sich längs der Bahn BC mit einer Geschwindigkeit weiter, die sich gemäß 
folgender Beziehung mit der Zeit verändert: 


Bild 10 


v=ew-a=v — gtsinß. 


19. 
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Die maximale Höhe im Punkt C erreicht der Körper zur Zeit ?,, für welche gilt 


1 Vo - 
 gsinß' 


Die Zeit, in der der Körper vom Punkt C nach B zurückkehrt, ist ebenfalls 7,, so daß 
sich für die Gesamtzeit, in der er sich auf dem Abschnitt BC aufwärts bewegt und wieder 
zurückkehrt, ergibt: 

2vo 
gsin ß ' 


T, = 21, = 


Analog gilt für die Gesamtzeit der Bewegung des Körpers auf dem Abschnitt BA und 
zurück 
2vo 


2. . 9 
g sin 


so daß die Periodendauer des Körpers auf den angegebenen schiefen Ebenen wie folgt 
ermittelt wird: 


200, [1 1 aA/ı 1 
T-n+n=-T(- + —— )=2  ( a5 ) 
g \sin«a sin ß g \sina  sinß 


Eine Kurbel 0A =r 
(Bild 11) dreht sich um we 
die feste Achse O mit “ 
konstanter Winkelge- 
schwindigkeit w. Im 
Punkt A ist die Kurbel 
miteiner Pleuelstangeder x ’ 
Länge / gelenkig verbun- Selisr Bild 11 
den, welche den Kreuz- 

kopf Bin Bewegung setzt, 

der sich zwischen zwei parallel zueinander verlaufenden Ebenen bewegt. Bestimmen Sie 
Geschwindigkeit und Beschleunigung des Kreuzkopfes B. 


Lösung 


Für die x-Koordinate des Punktes B gilt unter Berücksichtigung der Bezeichnungen 
des Bildes il 


x=0C+CB=rcosp +lcosy. 


Durch die Anwendung des Sinussatzes kann der Zusammenhang zwischen den beiden 
Winkeln 9 und y in folgender Form ausgedrückt werden: 


r 
siny = — sing. (1) 
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Für den Geschwindigkeitsbetrag des Punktes B kann dann geschrieben werden 


o-E-rsinp Isny. (2) 
Durch Differentiation von Gl. (1) nach der Zeit erhalten wir 
cos y ae = ” cosp- o, d.h, Ei ad wo, 
dt l dt l cosy 


wobei dp/dt = w die Winkelgeschwindigkeit der Kurbel darstellt. Gl. (2) kann dann in 
folgender Form geschrieben werden: 


( ; ._ cos 2) sin (9 + %) 
= —w|sınp +sıny —— | = —rw —————, 

cos y cos y 
Diese Relation ermöglicht, die Geschwindigkeit des Punktes B für beliebige Werte des 
Winkels @ anzugeben. So ergibt sich z. B. für 9 = 0 auch » = O und somit auch v = 0. 
Bei der Stellung 9 =.90° ist sin (p + y) = sin (90° + y) = cos y, so daß v = — ro ist. 
Für die Beschleunigung des Punktes 2 gilt 


2 dv : in r en Y sin? ) 
— — m | w — Te ——,mEn 1 > 
dt 3 Il \ cos®y COS Y. 


wenn wir sin y nach Gl. (1) ausgedrückt haben. Für den Fall, daß / > r ist, kann ge- 
schrieben werden cos y = 1, und für Geschwindigkeit und Beschleunigung erhalten wir 
die Beziehungen 


v= —ro (sin 1) +7 z sin 2r). 


r 
a= —ra? (cos DT cos 2). 


Ver’ Bild 12 
Das Rad eines Eisenbahnwaggons rollt ohne x r 


Reibung auf einem geraden Gleis, und zwar so, 
daß die Geschwindigkeit seines Mittelpunktes vo 
ist. Es ist die Geschwindigkeit für die Punkte A 
und B in dem Moment zu bestimmen, der in 
Bild 12 festgehalten wurde. 


Lösung 


Wir gehen von den Beziehungen aus, die den Zusammenhang zwischen absoluter und 
relativer Geschwindigkeit angeben, wenn das absolute Bezugssystem mit dem Gleis fest 
verbunden und das relative mit der Radachse verbunden ist. Für die zu bestimmende 
Absolutgeschwindigkeit der Punkte A und B ergibt sich dann 


air Hd, dt 


> 
Ü 
G=it +, = td 
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Da sich das Rad bezüglich des relativen Bezugssystems gleichförmig dreht, weist die 
Relativgeschwindigkeit jedes beliebigen Punktes am Radumfang den gleichen Wert auf. 
Es ist also Ü4, = Üs, = dcr. Für den Punkt C ist die Absolutgeschwindigkeit im ge- 
gebenen Augenblick gleich Null, d. h., 

Üc=Üo +dar=0, 


woraus deutlich ersichtlich ist, daßd., = U, = Der = Do ist. Bezüglich der Geschwindig- 
keitsrichtung von Ü,, und Ü,, kann man für den Wert der absoluten Geschwindigkeit 
der Punkte A und B wie folgt schreiben: 


u=.fı + 2=vn/2; U = Vo+ vo = 2. 
Die Geschwindigkeitsrichtung von v, ist durch die Beziehung 


® 
tanp=-=1 
Vo 


gegeben, d.h. 9 = 45°, wobei p der Winkel ist, den die Geschwindigkeit ö, mit der 
x-Achse bildet. Die Geschwindigkeit ö, verläuft offensichtlich parallel zur x-Achse. 


Eine waagerechte, kreisförmige Platte dreht sich so um eine senkrechte Mittelpunkts- 
achse, daß sie in der Minute 120 Umdrehungen ausführt. Entlang ihrem Radius bewegt 
sich mit einer relativ zur Platte gleichförmigen Geschwindigkeit von v”’ =5 cms’! ein 
Punkt. Es sind die Werte für Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes bezüg- 
lich seiner Umgebung zur Zeit f = 20s zu ermitteln, wobei vorausgesetzt wird, daß er 
sich zur Zeit ? = 0 im Mittelpunkt der Platte befand. 


Lösung 


Wir greifen wieder auf die Beziehungen zurück, die den Zusammenhang zwischen 
absoluter und relativer Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung zum Ausdruck bringen. 
Für die absolute Geschwindigkeit finden wir 


db=eit+oxF+V. 

In unserem Falle ist ö’ = const und 7’ = d’t, während 5* = 0 ist. Es ergibt sich somit 
D=uxf+t+üV=woxit-+Vv. 

Da die Vektoren w xd’t und Ö’ senkrecht zueinander liegen, gilt 
„= Yv? + or? = v/1 + or? = 12,57ms, 


A 2 120 
wenn wir ® aus der Beziehung ® = 2rn = 2r en — 4r s"! ermittelt haben. 


Für die absolute Beschleunigung kann geschrieben werden 
d=d" to x (x) +2WXD) ax’ +Ü. 

In unserem Beispiel gilt: 4’ = 0, 4* = 0 und « = 0, so daß resultiert 
dä=ox(wxf)+2(wxiN. 
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Da die Vektoren x (» x ?°) und w X Ü’ senkrecht zueinander gerichtet sind, gilt 
a = ./(w2v’t)? + 402? = av',/4 + w2r? = 158 m s”2. 


Zwei Meteoriten M, und M, bewegen sich aut einer gemeinsamen Ellipse, in deren 
einem Brennpunkt S sich die Sonne befindet (Bild 13). Die Entfernung zwischen beiden 
Meteoriten ist so gering, daß der Ellipsenbogen M,M; als Strecke betrachtet werden 
kann. Beim Durchgang durch das Perihel ? haben beide Meteoriten voneinander den 
Abstand d. Wie groß ist ihr gegenseitiger Abstand beim Durchgang durch das Aphel A, 
wenn bekannt ist, daß sich die Meteoriten mit einer konstanten Flächengeschwindigkeit 
bewegen und wenn wir die Entfernungen SP =r, und SA = r, kennen? 


Lösung 


Übereinstimmend mit der Aufgabenstellung gilt für 
die Flächengeschwindigkeit 


BI= Zi xöl=k, 


wobei k eine Konstante darstellt. In den Punkten P 
bzw. A kann der Wert der jeweiligen Flächenge- 


schwindigkeit wie folgt ausgedrückt werden: Bild 13 
1 „y‚dp 1 dp 
ze — — == k: m 2 — en 
p=zn 2), Dim, E), k, 


woraus resultiert 


de do 
3 Pad WERE I ner 
£ Fr ) - E ), 


Diese Gleichung aber gibt die Beziehung 


rı(a)r = r2(Q.)a 


an, wobei (a,)2 bzw. (a,)ı die Tangentialbeschleunigungen der Meteoriten im Punkt ? 
bzw. A darstellen. Da die gegenseitige Entfernung beider Meteoriten sehr gering ist, 
kann man dafür in P bzw. A schreiben 


1 1 
d= z (a)rdt?; du, = 7 (a.).4t?, 


so daß sich ergibt 


4_@a_n 
dp (a.)r r2 ’ 


ih Beige 
Ya Ya 


da ja dr = d ist. Die Situation ist nämlich so, als ob beide Meteoriten unter gleichen 
Bedingungen, lediglich mit einem zeitlichen Abstand 47, auf die gleiche elliptische Bahn 
gebracht worden wären. 


A 
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1.1. Kinematik des Massenpunktes 


Aufgaben 


Die Bewegung eines Punktes ist durch 
die Gleichungen x = Aıt? + Bı und 
y = Ast? + Ba, definiert, wobei Aı = 
=02ms, Bı=005m, 4%-=- 
=0,15ms” und B, = —0,03 m ist. 
Ermitteln Sie Größe und Richtung von 
Geschwindigkeit und Beschleunigung 
zur Zeitt=2s. 


. Ein Punkt bewegt sich geradlinig, und 


zwar so, daß die von ihm durchlaufene 
Bahn gemäß der Beziehung x = At + Bi? 
zeitabhängig ist. Dabei ist A=5ms-! 
unddB=6ms. 

Wie groß ist die durchschnittliche Ge- 
schwindigkeit v* des Punktes in der 
Zeit zwischen dem Beginn der zehnten 
und dem Ende der zwölften Sekunde, 
und welche Momentangeschwindig- 
keiten ergeben sich zu den genannten 
Zeitpunkten? 


. Ein Punkt bewegt sich auf der x-Achse 


so, daß die Zeitabhängigkeit seiner 
k 
Bahn durch die Gleichung x = 5 (e®! + 


+ e-®") gegeben ist, wobei k und o 
Konstanten sind. Ermitteln Sie Ge- 
schwindigkeit und Beschleunigung als 
Funktionen von x. 


. Die Bewegung eines Punktes wird in 


Polarkoordinaten durch die Gleichun- 
gen r = nt und $ = bt dargestellt, wo- 
bei zn und 5b Konstanten sind. Formu- 
lieren Sie die Gleichung der Bahn- 
bewegung, und drücken Sie die Zeit- 
abhängigkeit von Geschwindigkeit und 
Beschleunigung aus. 


. Wie groß ist die Geschwindigkeit eines 


Punktes zur Zeit =10s, der eine 
gleichförmig beschleunigte Bewegung 
ausführt, wenn seine Geschwindigkeit 
zur Zeit =0 Null war und wenn 
er nach f, = 25 seinen Weg von 110m 
Länge durchlaufen hat? 


6. 


10. 
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Ein Auto fährt in einem bestimmten 
Punkt seiner Bahn mit der Geschwindig- 
keit vo = 60 km h** und 100 m weiter 
mit der Geschwindigkeitvo = 40 kmh*t. 
Wie groß ist die Beschleunigung des 
Autos, wenn wir voraussetzen, daß 
seine Bewegung gleichförmig verzögert 
ist? 


. Zwei Körper bewegen sich mit den Be- 


schleunigungen aı =6ms-?” und 
a, = 4 ms? sowie mit den Anfangs- 
geschwindigkeiten voı = 1lOms-! und 
vo» = 15ms-! aufeinander zu. Die 
Anfangsentfernung zwischen beiden be- 
trägt / = 750 m. Welche Zeit vergeht, 
bis beide Körper aufeinandertreffen? 


. Zwei Körper, die anfangs 100m Ab- 


stand haben, bewegen sich geradlinig 
aufeinander zu: der erste mit einer kon- 
stanten Geschwindigkeit v, =3 ms, 
der zweite gleichförmig beschleunigt mit 
einer Anfangsgeschwindigkeit vo = 
= 7ms-' und der Beschleunigung 
a=4ms* Bestimmen Sie den Ab- 


stand des Treffpunktes vom Ausgangs- 


ort des ersten Körpers sowie die Zeit, 
nach welcher sie sich. treffen. 


. Ein Geschoß verläßt seinen 10 m langen 


Lauf mit einer Anfangsgeschwindigkeit 
vo = 500 m s-!. Wie groß ist die Be- 
schleunigung im Lauf, und in welcher 
Zeit durchläuft ihn das Geschoß, wenn 
wir voraussetzen, daß die Bewegung 
innerhalb des Laufes gleichförmig be- 
schleunigt wird? 

Ein Beobachter, der im Moment des 
Anfahrens eines Zuges an dessen Spitze 
stand, bemerkt, daß der erste Waggon 
in der Zeit f, = 4s unmittelbar an ihm 
vorbeifährt. Wie lange wird der z-te 
Waggon brauchen, um an ihm vorbei- 
zufahren (z. B. n = 7), wenn alle Wag- 
gons gleich lang sind? Die Bewegung 
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des Zuges soll als geradlinig gleich- 
förmig beschleunigt angesehen werden. 


Mit welcher Geschwindigkeit bewegte 
sich ein Auto bis zu dem Moment, da 
der Fahrer zu bremsen begann, wenn es 
sich während des Bremsvorgangs bis 
zum Halt mit der konstanten Beschleu- 
nigung a = —1,2ms”"? bewegte und 
dabei eine Strecke von 135 m zurück- 
legte? 

Aus einer Höhe A = 195 m über dem 
Erdboden bewegt sich ein Körper im 
freien Fall. Im Moment, da dieser Kör- 
per zu fallen beginnt, werfen wir vom 
Boden aus einen anderen Körper mit 
einer Anfangsgeschwindigkeit vo = 
— 65 ms! senkrecht aufwärts. Wann 
und in welcher Höhe begegnen beide 
Körper einander? 

Von einer bestimmten Höhe aus werfen 


‘wir mit der gleichen Anfangsgeschwin- 


digkeit vo gleichzeitig zwei Körper: den 
ersten senkrecht aufwärts, den zweiten 
senkrecht nach unten. Welche Zeitab- 
hängigkeit ergibt sich für die gegen- 
seitige Entfernung d beider Körper? 
Wir lassen eine Bleikugel in einen 
Schacht fallen. Ihr Aufschlag auf dem 
Boden des Schachts ist nach Ablauf von 
10 s zu hören. Wie tief ist der Schacht, 
wenn wir mit einer Luftschallgeschwin- 
digkeit v = 340 m s°! rechnen? 
Bestimmen Sie die Anfangsgeschwindig- 
keit vo, mit der eine Kugel senkrecht 
aufwärts abgefeuert wurde, und die 
Höhe A, die sie maximal erreichte, wenn 
sie nach insgesamt 20 s wieder auf den 
Boden zurückfällt. 


Ein frei fallender Körper hat in einem 
bestimmten Punkt A seiner Bahn die 
Geschwindigkeit v,=0,5ms-!. Er- 
mitteln Sie die Zeit, in welcher der Kör- 
per eine Entfernung AB zurücklest, 
wenn er in B eine Geschwindigkeit 
v; =2,5ms-! hat. Wie groß ist die 
Entfernung AB? 


17. 
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Die Beschleunigung eines Massenpunk- 
tes verringert sich bei seiner geradlinigen 
Bewegung gleichförmig von einem An- 
fangswert ao = 10 ms”? zur Zeitt= 0 
in einem Zeitraum von 20s auf den 
Wert Null. Wie groß ist die Geschwin- 
digkeit. des Massenpunktes zur Zeit 
t= 20s, und welchen Weg legte er in 
dieser Zeit zurück, wenn er sich bei 
to in Ruhe befand? 


. Eine Elektrolok fährt aus der Ruhe- 


stellung heraus mit einer gleichförmig 
wachsenden Beschleunigung an, so daß 
sie zur Zeit tı =100s den Wert 
aı = 0,5 m s"? annimmt. Berechnen Sie 
die Geschwindigkeit der Lokomotive 
zur Zeit t, sowie den Weg, den sie dann 
vom Start aus zurückgelegt hat. 


Die Beschleunigung eines Massenpunk- 
tes, der sich auf einer Geraden bewegt, 
ist durch die Beziehung a = k, — k;v 
gegeben (v Geschwindigkeit des Mas- 
senpunktes, kı, k2 Konstanten). Er- 
mitteln Sie die Zeitabhängigkeit der 
Beschleunigung, der Geschwindigkeit 
und der zurückgelegten Wegstrecke, 
wenn sich der Massenpunkt zur Zeit to 
in Ruhe befand. 


Aus einem Geschütz der Küstenartil- 
lerie, das in einer Höhe h = 30 m: über 
NN aufgestellt ist, wird ein Geschoß 
unter dem Abschußwinkel 90 = 45° 
und der Mündungsgeschwindigkeit 
vo = 1000 ms”! abgefeuert. Wie groß 
ist der horizontale Abstand des auf dem 
Meeresspiegel gelegenen Zielpunktes 
von der Kanone? (Der Luftwiderstand 


bleibt unberücksichtigt.) 


Wir bemerken ein unbewegtes Objekt in 
gerader Luftlinienentfernung d =6000 m 
unter dem Winkel & = 30° über dem 
Horizont. Wie groß muß die Mün- 
dungsgeschwindigkeit eines Geschosses 
mindestens sein, um das Objekt noch 
erreichen zu können? Wie groß muß der 
entsprechende Abschußwinkel 90 sein? 


22. 
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1.1. Kinematik des Massenpunktes 


Ein Massenpunkt bewegt sich mit einer 
gleichförmigen Winkelgeschwindigkeit 
o = 10s-! auf einem Kreis mit dem 
Radius r=2m. Berechnen Sie Pe- 
riodendauer, Frequenz und Zentri- 
petalbeschleunigung dieser Bewegung. 


Ein Massenpunkt vollführt eine Bewe- 
gung auf einem Kreis mit dem Radius 
r = 0,2 m und der konstanten Winkel- 
beschleunigung & = 2s-?. Berechnen 
Sie den Wert der Tangential-, Normal- 
und Gesamtbeschleunigung am Ende 
der vierten Sekunde von Beginn der Be- 
wegung an gerechnet, wenn sich der 
Massenpunkt zur Zeit t„inRuhe befand. 


Nach dem Verlassen einer Station 


“ wächst die Geschwindigkeit einesZuges 


23; 
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gleichförmig an. Drei Minuten nach 
Abfahrt erreicht sie auf einer als Kreis- 
linie gekrümmten Bahn mit dem Radius 
r = 800 m den Wert v = 72kmh"!. Es 
ist der Wert der Tangential-, Normal- 
und Gesamtbeschleunigung für die Zeit 
t= 2 min, vom Zeitpunkt des Anfah- 
rens gerechnet, zu bestimmen. 


Ein Rad beginnt aus der Ruhestellung 
heraus eine Drehbewegung mit der kon- 
stanten Winkelbeschleunigunga =2s "?. 
Wieviel Umdrehungen macht das Rad 
in den ersten 15 Sekunden seiner Be- 
wegung? 

Ein Rad beginnt aus der Ruhestellung 
heraus sich gleichförmig beschleunigt zu 
drehen, und zwar so, daß es während 
der ersten fünf Sekunden 12,5 Umdre- 
hungen ausführt. Wie ‚groß ist seine 
Winkelgeschwindigkeit am Ende der 
fünften Sekunde? 

Durch einen Treibriemen wird von 
einem Rad A mit dem Durchmesser 
d, =0,5m, welches in der Minute 
30 Umdrehungen ausführt, eine Dreh- 
bewegung auf das Rad B-mit dem 
Durchmesser d, = 0,25 m übertragen. 
Wieviel Umdrehungen je Minute voll- 
führt das Rad B? 
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In einem 300 m breiten Flußbett fließt 
das Wasser mit einer Geschwindigkeit 
von 1,2ms-!. Ein Fährschiff bewegt 
sich relativ zum Wasser mit der Ge- 
schwindigkeit 5 m s-!. In welcher Rich- 
tung muß sich das Fährschiff bewegen, 
wenn es in kürzester Zeit das andere 
Ufer erreichen soll, und wie lange dauert 
die Überfahrt? 

Ein Zug bewegt sich mit einer Ge- 
schwindigkeit von 60 kmh-!. Regen- 
tropfen, die bei Windstille infolge Luft- 
reibung mit konstanter Geschwindigkeit 
senkrecht herabfallen, hinterlassen auf 
den Fensterscheiben des Zuges Spuren, 
die um 30° von der Senkrechten ab- 
weichen. Mit welcher Geschwindigkeit 
fallen die Tropfen? 

Ein Punkt M bewegt sich mit der kon- 
stanten Geschwindigkeit c, von der 
Spitze ausgehend, auf der Mantellinie 
eines Kegels. Der Kegel selbst rotiert 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeito 
um seine Symmetrieachse. Es ist die ab- 
solute Beschleunigung des Punktes zur 
Zeit t, vom Bewegungsbeginn an ge- 
rechnet, zu bestimmen, wenn der 
Winkel zwischen Mantellinie und Kegel- 
achse mit p angegeben wird. 

Ein Rad mit dem Radius r dreht sich 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
um eine senkrecht zur Radebene gerich- 
tete und durch seinen Mittelpunkt 
gehende Achse so, daß es in der Minute 
nı Umdrehungen ausführt. Gleichzeitig 
bewegt sich ein Punkt M (Bild 14) 
gleichförmig auf dem Radumfang in 
entgegengesetzter Richtung, indem er in 
der Minute rn, Umläufe längs des Rad- 


Bild 14 


34 


1. Mechanik 


umfanges ausführt. Es ist die absolute 
Beschleunigung des Punktes M zu be- 
stimmen. 


relativer Geschwindigkeit v’ längs der 
Stange. Es ist die absolute Beschleuni- 
gung des Punktes M zu bestimmen. 


32. Eine Stange OA dreht sich um eine 
senkrecht zu ihr gerichtete und durch nn 
den Punkt O der Stange verlaufende 
Achse mit der konstanten Winkel- 
geschwindigkeit w Ein Punkt M 
(Bild 15) bewegt sich mit konstanter 


ö Bild 15 


1.2. Dynamik des Massenpunktes 


Die Dynamik gründet sich auf die drei NEwTonschen Bewegungsgesetze. 

Erstes Bewegungsgesetz (Trägheitssatz) 

Ein Massenpunkt befindet sich im Zustand der Ruhe oder vollführt eine gleichförmig 
geradlinige Bewegung, solange er nicht durch die Wirkung anderer Körper gezwungen 
wird, diesen seinen Bewegungszustand zu ändern. 

Da wir die wechselseitige Einwirkung von Körpern mit dem Begriff Kraft bezeichnen, 
kann man das erste Bewegungsgesetz folgendermaßen formulieren: 

Ein Massenpunkt befindet sich im Zustand der Ruhe oder vollführt eine gleichförmig 
geradlinige Bewegung, solange er nicht durch die Wirkung bestimmter Kräfte gezwungen 
wird, diesen seinen Bewegungszustand zu ändern. 

Zweites Bewegungsgesetz (Kraftgesetz) 

Eine Kraft, die auf einen Massenpunkt einwirkt, ist proportional dem Produkt seiner 
Masse und der Beschleunigung, die sie ihm verleiht. 

Mathematisch kann man das Kraftgesetz (wenn die zugehörige Proportionalitäts- 
konstante gleich eins gesetzt wird) durch die folgende Formel ausdrücken: 

F=mä, (1) 
wobei ä die Beschleunigung darstellt, welche die Kraft f dem Massenpunkt mit der 
Masse m verleiht. (Für zeitlich veränderliche Masse gilt F = d(mv)[dr.) 

Ein Sonderfall der Kraft ist die Gewichtskraft G eines Körpers. Es gilt dafür die Be- 
ziehung G = m$, wobei £ die Fallbeschleunigung ist. 

Drittes Bewegungsgesetz (Wechselwirkungsgesetz) 

Die Kräfte, mit denen zwei Körper aufeinander einwirken, sind gleich groß, jedoch von 
umgekehrter Richtung. 

Wenn auf einen Massenpunkt mehrere Kräfte F,,F,, ..., F, einwirken, dann ist ihr 
Einfluß auf den Massenpunkt so groß, als ob auf ihn eine einzige, die resultierende 
Kraft F, einwirkte, die durch die Summe der wirkenden Kräfte als Vektoren, d.h. 
F, = IF,, gegeben ist. 
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Für den Fall, daß IF, = 0 ist, sprechen wir davon, daß sich der Massenpunkt im 
Gleichgewicht befindet. 

Die Gültigkeit der NEwToNnschen Bewegungsgesetze ist an inertiale Bezugssysteme 
gebunden. Ein solches ist z.B. das an die Fixsterne angeschlossene Bezugssystem 
sowie jedes andere, das in bezug auf das an die Fixsterne gebundene System eine 
gleichförmig geradlinige Bewegung ausführt. 

Wenn wir die Bewegung eines Massenpunktes auf ein nichtinertiales Bezugssystem 
beziehen, dann müssen wir außer den Kräften, mit denen wir es im Inertialsystem 
selbst zu tun haben und durch die wir die gegenseitigen Einflüsse der Körper kenn- 
zeichnen, auch die sog. Trägheitskräfte berücksichtigen, und an Stelle von Gl. (1) 
muß dann geschrieben werden: 


wobei F die Resultierende der Trägheitskräfte darstellt. 

Wenn es sich um ein solches nichtinertiales System handelt, das gegenüber irgend- 
einem anderen inertialen System eine gleichförmig beschleunigte geradlinige Be- 
wegung mit der Beschleunigung ä* vollführt, dann gilt # = —mä*. 

Wenn wir es mit einem nichtinertialen System zu tun haben, das sich gegenüber irgend- 
einem Inertialsystem mit der konstanten. Winkelgeschwindigkeit & dreht (als solches 
kann man auch ein mit unserer Erde fest verbundenes System ansehen), dann gilt 


F=Fh 7 Fe; 
FR=mwxf)xö, (3) 
F- = -2m(& x ö’) 


(F, Zentrifugalkraft, F- CorıoLis-Kraft). Die Bedeutung der Symbole in den Gin. (3) 
ist folgende: Der Vektor 7 ist der Ortsvektor des Massenpunktes m hinsichtlich eines 
Bezugspunktes auf der Drehachse, der Vektor ö’ stellt die relative Geschwindigkeit 
des Massenpunktes gegenüber dem angegebenen nichtinertialen System dar. 

Der Impuls der Kraft F, die auf einen Massenpunkt während der Zeit ? einwirkt, ist 
durch den folgenden Ausdruck gegeben: 


t 
Em Bi; 


Für die konstante Kraft gilt offensichtlich 5 = Ft. 
Die Bewegungsgröße eines Massenpunktes wird durch die Beziehung 5 = mö aus- 
gedrückt. Zwischen dem Kraftstoß und der Bewegungsgröße eines Massenpunktes, 
auf den eine Kraft wirkt, besteht der Zusammenhang 

Ap = mü — mü,, 
3* 
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d. h., der Impuls der auf einen freien Massenpunkt wirkenden Kraft entspricht dem 
Zuwachs seiner Bewegungsgröße. 

Die Arbeit als die Wirkung einer Kraft längs eines Weges definieren wir in der Me- 
chanik durch die Beziehung 


(7) 

(7, Ortsvektor des Anfangspunktes, 7, Ortsvektor des Endpunktes der Bahn, auf der 
sich der Angriffspunkt der Einzelkraft F bewegt). Im Sonderfall, wenn die Kraft 
konstant und die Bahn, auf der sich der Angriffspunkt der Kraft bewegt, gerade ist 
und in der Kraftrichtung liegt, kann die Arbeit auf einfache Weise durch das Produkt 
aus Kraft und Bahnlänge ausgedrückt werden. 
Die kinetische Energie eines in Bewegung begriffenen Massenpunktes ist durch die 
Beziehung W = !/, mv? gegeben. Der Satz von der kinetischen Energie besagt 
folgendes: 
Die Arbeit, die die auf einen Massenpunkt einwirkende Kraft auf einem bestimmten 
Wege verrichtet, ist gleich dem Anwachsen der kinetischen Energie des Massenpunktes, 
d.h. 

W= — mv — 2 mv 

2 2 

(v Geschwindigkeit des Massenpunktes am Ende des entsprechenden Weges, v, Ge- 
schwindigkeit am Anfangspunkt). 
Die Leistung P wird durch den Ausdruck definiert 


Für den Fall, daß die Arbeit mit der Zeit gleichförmig anwächst, kann die Leistung 
durch die Beziehung ? = W/t ausgedrückt werden, wobei die in der Zeit 7 ver-. 
richtete Arbeit darstellt. | 

Nach dem allgemeinen Newtonschen Gravitationsgesetz wirken zwei Massenpunkte 
mit den Massen m, und m, mit einer Kraft aufeinander, die den Wert hat 


mM; 
2 


F=y 


r 


(r gegenseitige Entfernung der Massenpunkte, y9 sog. allgemeine Gravitations- 
konstante). 
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Die Kraft, mit der ein Massenpunkt der Masse m, auf einen anderen der Masse m; 
wirkt, kann in der Form ausgedrückt werden 


r! m,Mm; > 
Fi = ur Fı25 


r? 


wobei 7,, der Ortsvektor des zweiten Massenpunktes in bezug auf den ersten ist und 
den Wert r = |/,,| hat. 

Die Feldstärke E in einem bestimmten Punkt eines Gravitationsfeldes ist derjenige 
Anteil der Kraft F, der im gegebenen Punkt des Feldes auf die Masseneinheit wirkt, 
d.h. 


In der Umgebung eines Massenpunktes der Masse M gilt für die Gravitationsfeldstärke 
E= -y = r; 
r 

wobei 7 den Ortsvektor desjenigen Punktes, in dem die Feldstärke gesucht ist, in 
bezug auf den Massenpunkt mit der Masse M darstellt. 

In der Umgebung mehrerer Massenpunkte der Massen M;, M;>, ..., M„ berechnen 
wir die Gravitationsfeldstärke in einem bestimmten Punkt als die Vektorsumme der 
Feldstärken der einzelnen Massenpunkte, die im gegebenen Punkt zusammenwirken, 
d.h. 


—_ 


pr — > M 
E=E+B ++ 5=-9— 
rY 


Die angegebene Summierung geht in eine Integration über, wenn es sich um ein 
Gravitationsfeld in der Umgebung eines Körpers handelt, der homogen mit Masse 
erfüllt ist. 

Die potentielle Energie eines Massenpunktes der Masse m in einem bestimmten Punkt 
eines Gravitationsfeldes ist für irgendeinen Bezugspunkt durch die Arbeit gegeben, 
welche die Feldkräfte verrichten, wenn der Massenpunkt von der Stelle, an der die 
potentielle Energie bestimmt werden soll, zum Bezugspunkt bewegt wird. Analog 
wird die potentielle Energie eines Massenpunktes definiert, der sich in einem anderen 
Kraftfeld befindet. (Ein an einer nicht in der Gleichgewichtslage befindlichen Feder 
aufgehängter Massenpunkt unterliegt z. B. der Einwirkung durch die Federkräfte.) 
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Im Gravitationsfeld einer Punktmasse M ist die potentielle Energie eines Massen- 
punktes der Masse m durch die Gl. 


W,= -ymM (- —_ ei (4) 
A 7 
gegeben, wobei r die Entfernung der Stelle, in der wir die potentielle Energie des 
Massenpunktes m bestimmen wollen, von der Punktmasse M ist und r, die Entfer- 
nung des Bezugspunktes von der Punktmasse M angibt. In den meisten Fällen be- 
ziehen wir die potentielle Energie auf einen unendlich weit entfernten Bezugspunkt, 
wodurch r, = oo wird und Gl. (4) die Gestalt annimmt 


W,„= -ymM a : (5) 
r 


Für die potentielle Energie eines auf einer Feder liegenden Massenpunktes findet man 
beim Ausschlag x bezüglich der Gleichgewichtslage folgenden Wert: 


0 
W,= W= | Arie = ch, 
x 


wenn wir voraussetzen, daß die Kraft, mit der die Feder auf den Massenpunkt ein- 
wirkt, F= —kx ist. 

Das Potential in einem bestimmten Punkt eines Gravitationsfeldes entspricht der 
Arbeit W, die aufgewendet werden muß, um eine Masse m vom gegebenen Punkt bis 
ins Unendliche zu bringen: 


vn y. 
m m r 


Unter Berücksichtigung von Gl. (5) ist das Gravitationspotential in der Umgebung 
einer Punktmasse M, bezogen auf Unendlich, durch die Beziehung gegeben: 


= a 


r 


In der Umgebung mehrerer Punktmassen M,, M;, ..., M, berechnen wir das Gravi- 
tationspotential in einem bestimmten Punkt als die Summe der Potentiale der ein- 
zelnen Punktmassen, d.h. 

M;| M, M, M, 


V=V,+Vı+.-- + M,.= -9 — - y— - 1, = —y : 
rı pP) Fn r, 
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wobei r,, 2; ..., r„ die Entfernungen der Stelle, für die das Potential gesucht wird, 
von den Punktmassen M,, M;, ..., M, darstellen. Diese Summierung geht in die 
Integration über, wenn es sich um ein Gravitationsfeld in der Umgebung eines 
Körpers handelt, der homogen mit Masse erfüllt ist. 

Zwischen der Stärke E und dem Potential V gilt in jedem beliebigen Punkt des 
Gravitationsfeldes folgender Zusammenhang: 


E= -gradV, 
wobei 


grad V = —n + u + 227 bedeutet. 
x 


Oy 02 


Der Satz von der Erhaltung der mechanischen Energie sagt aus, daß bei der mechani- 
schen Bewegung eines Massenpunktes die Summe seiner potentiellen und seiner kine- 
tischen Energie konstant ist. 

Wenn wir es mit der Bewegung eines. Massenpunktes im Gravitationsfeld der Erde 
in Nähe der Erdoberfläche zu tun haben, dann kann das oben formulierte Gesetz 
durch die Beziehung ausgedrückt werden 


mgh + — me? = const, 


wobei h die Höhe des Massenpunktes über einer horizontalen Ebene ist, auf die wir 
seine potentielle Energie beziehen. Die Gültigkeit des Gesetzes von der Erhaltung 
der mechanischen Energie beschränkt sich auf alle die Fälle, wo es sich um die Um- 
wandlung einer Form mechanischer Energie in eine andere handelt (potentielle in 
kinetische und umgekehrt), d. h., wobei keine anderen Energieformen auftreten. Im 
allgemeinen Fall gilt das Gesetz von der Erhaltung und Umwandlung der Energie 
wie folgt: 

In einem isolierten System ist die Summe der Energien aller Formen immer konstant. 
In einem solchen System laufen die einzelnen Prozesse so ab, daß die Energie der 
einen Form immer in äquivalente Energie anderer Formen übergeht, so daß die Ge- 
samtenergie des Systems stets erhalten bleibt. 


B Beispiele 


23. Stellen Sie fest, in welchem Verhältnis die Beträge der Kräfte F, und F, zueinander 
stehen, wenn sie den Winkel 9 = 135° einschließen und wenn der Betrag ihrer Resul- 
tierenden gleich dem Betrag der kleineren Kraft F; ist. 
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Lösung 


Unter Berücksichtigung der Bezeichnungen auf 
Bild 16 kann geschrieben werden 


180° — a =45°; y=%0°., 
Es ist also 

F,:F2 = sin 9°: sin 45°. 
Daraus folgt 


Bars Bild 16 


24. Die Kraft F ist so in die beiden zueinander senkrechten Komponenten F, und F, zu 


zerlegen, daß die Proportion Fi: Fa = m: n gilt. Ermitteln Sie die Beträge der beiden 
Komponenten. 

Lösung 

Entsprechend der Aufgabenstellung kann geschrieben werden 


F+FR=F?. 
j m 
Ferner ist A} = 6 F,, so daß 


nF 


er ist. 


m? 3 
5 +1) B=P, d.h R= 


Da F, = — F,, kann man analog folgendes schreiben: 
m 


mF 


2 /m?+n 


n? 
+5) Pr dh, A = 
m 


25. Ein Körper vom Gewicht G=5SON bewegt sich mit einer Beschleunigung 


a=12ms”? senkrecht nach unten. Welche Kraft wirkt außer seinem Gewicht 
noch auf ihn ein? 


Lösung 


Entsprechend dem II. NewTonschen Bewegungsgesetz kann man für die Gesamtkraft, 
die auf den Körper wirkt, auch schreiben: 


G 5soN. 
F=m=—-a= — —__12ms?=612N. 
g 9,81ms 


26. 


27. 
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Die Kraft F*, die auf den Körper noch neben dem Gewicht einwirkt, ist dann durch die 


folgende Beziehung gegeben: 


FF=F-G=612N—-S0ON=112N. 


In welcher Zeit durchläuft ein Wagen mit dem Gewicht G ı die Strecke E auf einer 
schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel &, wenn der Wagen mit einer Last G; (Bild 17) 
gekoppelt ist und wenn ‚sich aus dem Zusammenwirken von G, und G, eine Bewegung 
in Richtung der Kraft G, ergibt? Die Trägheitsmomente der Räder bleiben unberück- 
sichtigt. 


Lösung 


Die Bewegung des Wagens auf der schiefen Ebene 
wird durch die Kraft G, und durch die in Rich- 
tung der schiefen Ebene fallende Gewichtskom- 
ponente des Wagens beeinflußt, so daß die resul- 
tierende Kraft in Richtung der Bewegung den 
Wert annimmt 


F=G: - G,sine. Bild 17 
Für die Beschleunigung des Wagens gilt dann 


ge F ee G, — Gı sin u (G; — Gısina)g 
m Gı + 063 G,+G j 


da die resultierende Kraft nicht nur eine Bewegung des Wagens mit der angegebenen 
Beschleunigung, sondern auch eine Bewegung der Last G, hervorruft. Für den zurück- 
gelegten Weg gilt die Beziehung 


. Daraus folgt für die gesuchte Zeit 


25 RE 2 25 (Gi + G;) . 


t= =& SEE ER SS Fer 
a 2(G2 — Gı sin) 


Ein Körper mit dem Gewicht G = 100N bewegt sich unter Einfluß einer veränderlichen 
Kraft r=klq — D), wobei k=100Ns-"! und q=1s ist. Nach wieviel Sekunden 
kommt der Körper zum Stillstand, wenn er zur Zeit =0 die Geschwindigkeit 
vo = 0,2 ms! hatte und die Kraft in Richtung der Geschwindigkeit wies? Welchen 
Weg legte der Körper bis zu seinem Stillstand zurück? 
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Lösung 
Die Bewegungsgleichung des Körpers hat die Gestalt 


dv 
ar = ka — 2). 


Durch Integration erhalten wir 


In dem Moment, da der Körper zum Stillstand kommt, ist die Geschwindigkeit v = 0, 
so daß man findet 


Nach Umstellung erhalten wir für die gesuchte Zeit die Gleichung 


2mvVo 


tr? — 24t — =(. 


Mit den für die gegebenen Größen geltenden Werten hat diese Gleichung die Wurzeln 


5 | 2,02s 
"2 10,025’ 


Da die negative Wurzel keine physikalische Bedeutung hat, gilt als Zeit, nach der der 
Körper die Geschwindigkeit Null erreicht hat, ? = 2,02. 


Für den vom Körper zurückgelegten Weg finden wir 


ds (@-5 Pr 
—Iqg 5) Üo. 


Nach Integration dieser Gleichung erhalten wir 


k 1? ? 
(25 = 5) + vol. 


en 28 

Nach Einsetzen des gefundenen Wertes für die Zeit 7 = 2,02 s sowie der übrigen Größen 
erhalten wir für die Wegstrecke, die der Körper bis zum Stillstand zurücklegt, den Wert 
s = 7,07 m. 


28. Es ist die maximale Geschwindigkeit zu bestimmen, die ein Körper von Kugelform mit 
einem Radius r = 8cm und dem Gewicht G = 100N im freien Fall erreicht, wenn wir 
voraussetzen, daß für den Luftwiderstand die Beziehung F, = kov? gilt (v Geschwindig- 
keit des Körpers, o seine Projektionsfläche auf die senkrecht zur Bewegungsrichtung 
orientierte Ebene, k Zahlenfaktor). Letzterer hängt von der Form des Körpers ab und 
hat für die Kugel den Wert k = 0,24 N s? m“*. 


29. 


30. 
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Lösung 


Für den Wert der resultierenden Kraft, die während der Fallbewegung auf den Körper 
einwirkt, gilt die Beziehung 
F=G-R=G- ko. 

Der Körper wird zu Beginn eine beschleunigte Bewegung ausführen, jedoch nur, solange 
er eine verhältnismäßig geringe Geschwindigkeit aufweist, so daß F>0 ist. Seine 
maximale Geschwindigkeit erreicht er in dem Moment, in dem F = 0 ist. Von da an 
bewegt er sich dann mit konstanter Geschwindigkeit geradlinig gleichförmig weiter. Es 
ist demnach 


G — kovi. =. 


Da im Sinne der Aufgabenstellung o = rr? angesetzt war, finden wir als Endgeschwindig- 


keit _ 
G J 100 N 
== — a Te Er Tr Er Jr CE SEESRETSIEE SOSE SEETIERESETETTTSCHLEEE 144 -1 . 
Omax / ko 0.24 Ns? m*:314:-002 m US: 


Im Eisenbahnwagen eines fahrenden Zuges ist auf einer waagerechten Unterlage eine 
Kugel der Masse m = 0,02 kg frei beweglich angeordnet. Solange der Zug sich in 
gleichförmig geradliniger Bewegung befindet, bleibt die Kugel in bezug auf ihre Unter- 
lage in Ruhe. In einem bestimmten Moment beginnt der Zug, mit der konstanten Be- 
schleunigung a = —2 ms”? zu bremsen. 

Ermitteln Sie die Kraft, die auf die Kugel wirkt, und untersuchen Sie ihre Bewegung 
bezüglich der Unterlage, auf die sie gelegt wurde. Reibungswiderstände bleiben un- 
berücksichtigt. 


Lösung 


Im Augenblick, da der Zug zu bremsen beginnt, wird er zu einem nichtinertialen 
System, in dem außer dem Gewicht der Kugel G = mg auch die auf die Kugel wirkende 


Trägheitskraft F berücksichtigt werden muß. Im Falle dieses nichtinertialen Systems ist 


= — ma (m Masse der Kugel, a Verzögerung des Zuges). 
Die Trägheitskraft verläuft in waagerechter Richtung und ist der Verzögerung a des 
Zuges gerade entgegengesetzt gerichtet. Die resultierende Kraft, die auf die Kugel wirkt, 
ist dann F, denn die Wirkung des Gewichts der Kugel wird durch die Gegenwirkung 
ihrer Unterlage kompensiert. Es gilt also | 


= —ma = 0,02kg' 2m s?=0,04N. 


Demnach setzt sich die Kugel in Fahrtrichtung des Zuges mit einer konstanten Be- 
schleunigung von a = 2 ms? in Bewegung. Sie führt eine gleichförmig beschleunigte 
geradlinige Bewegung aus. 


An einem Ort von 45° geographischer Breite fällt ein Körper der Masse m = 10 kg 
mit der Geschwindigkeit v = 100 ms”! auf die Erdoberfläche. 

Welchen Wert haben die Trägheitskräfte Zentrifugalkraft und CorıoLis-Kraft, die beim 
Auftreffen auf die Erdoberfläche auf den Körper einwirken? 
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Lösung 


Für die Trägheitskräfte Zentrifugalkraft und Corıouıs-Kraft gelten die folgenden Be- 
ziehungen (Bild 18): 


Fo = mrw? = mR cos 9 w3; 
Fe = 2m |ö x Ü| = 2mwv sin (90° + 9) = 2mwv sing. 


Ferner ist 
2r 


= 6 km; 
w 56400 5 und R 370 : 


deshalb können wir schreiben 


_ Bild 18 
| /2 An? 
Fo = mRo’ cos p = 10 kg 6370 10° m I" segngar — 
— 0,238 N; 
ZT 2 
F-=2-10kg — 10? ms! I =0104N. 
ö 5 56400 5 ae 2 a 


Wie ersichtlich, ist im vorgegebenen Fall die Zentrifugalkraft etwas größer als 2°/oo 
und die Corıouis-Kraft ungefähr 1°/.. vom Gewicht des Körpers. Die angegebene Ge- 
schwindigkeit wird nach einem freien Fall aus etwa 500 m Höhe erreicht. Aus dem oben 
Dargelegten wird ersichtlich, daß die Fehler, die aus der Vernachlässigung von Träg- 
heitskräften resultieren, wenn es sich um Bewegungen von Körpern nahe der Erdober- 
fläche handelt, nur äußerst geringfügig sind. 


Ein Auto mit einem Gewicht G = 10KN bewegt sich mit einer konstanten Ge- 
schwindigkeit v = 36 km h-! auf einer konvex gewölbten Brücke. In der Brückenmitte 
beträgt der Krümmungsradius r = 50 m. Welche Druckkraft übt der Wagen im Mo- 
ment des Durchfahrens der Brückenmitte auf seine Unterlage aus? 


Lösung 


Bei der Behandlung dieser Aufgabe stellen wir uns auf den Standpunkt des mit dem 
Auto fest verbundenen Bezugssystems. Die resultierende Kraft, mit welcher der Wagen 
auf die Brücke wirkt, ergibt sich dann als die Differenz zwischen dem Fahrzeuggewicht 
und der Zentrifugalkraft als Trägheitskraft gemäß der Beziehung 

v? 10 KN 100 m? s-? 


= 10 kN — ———— = 


Fe eden 
8 a 9,81ms?2 50m 


= 7°62N. 
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32. Ein Massenpunkt der Masse m = 1 kg ist an einem Faden der Länge / = 0,3 m be- 


33. 


Lösung 


festigt, dessen anderes Ende gleichfalls befestigt wurde (Bild 19). Der Massenpunkt 
bewegt sich so, daß er in waagerechter Ebene mit konstanter Geschwindigkeit v einen 
Kreis beschreibt, wobei der Faden mit der Senkrech- | 
ten den Winkel 9 = 60° einschließt. Ermitteln Sie den 
Wert der Geschwindigkeit v, die Periodendauer des 
Massenpunktes auf der angegebenen Kreisbahn sowie 
die Kraft, die bei dieser Bewegung den Faden spannt. 


Bei der Lösung dieser Aufgabe stellen wir uns auf 
den Standpunkt eines mit dem Massenpunkt fest ver- 
bundenen Bezugssystems. Von diesem Standpunkt 
aus betrachtet, befindet sich der Massenpunkt in 
Ruhe, und zwar deshalb, weil die Resultierende aus 
dem Gewicht des Massenpunktes und der Zentrifugal- , 
kraft als Trägheitskraft, die auf den Massenpunkt Bild 19 

wirkt, in Richtung des Fadens weist und in ihrer 

Wirkung durch die Festigkeit des Fadens kompensiert wird. Nach Bild 19 gilt: 


m — 
r mv 


G GIsinp’ 


2 
tanpo = 


weil r = /sin ist. Man findet also 


Glsingptan — 
v= RE TD — „/elsin 9 tan p =21ms". 


Für die Periodendauer des Massenpunktes auf der angegebenen Kreisbahn ergibt sich 


Und für die Kraft F, durch welche der Faden gespannt wird, finden wir gemäß Bild 19 
die Beziehung Fcosp =G,d.h. 


Ein Körper der Masse m führt eine gleichförmig geradlinige Bewegung mit der Ge- 
schwindigkeit v, aus. Durch Bremswirkung soll er auf der Strecke s, zum Stillstand ge- 
bracht werden. Dabei nimmt die Bremskraft F linear mit der Geschwindigkeit ab, und 
zwar so, daß am Ende ihres Einflusses, wenn der Körper schon zur Ruhe gekommen ist, 
ihre Größe nur mehr die Hälfte des ursprünglichen Wertes beträgt. Bestimmen Sie die 
Bremskraft Fo, zu Beginn des Bremsvorgangs. 
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Lösung , 


n 


‘Zur Bestimmung der Abhängigkeit F= F(v) müssen wir berücksichtigen, daß für 


v = vo die Bremskraft F = F, ist und daß für v = 0 die Bremskraft auf den halben ur- 
sprünglichen Wert abgenommen hat entsprechend F = Fo/2. Diesen Bedingungen wird, 
der Aufgabenstellung entsprechend, folgende Abhängigkeit gerecht: 


Da nun Geschwindigkeit des Körpers und Bremskraft in die gleiche Gerade fallen, aber 
entgegengesetzte Richtungen haben, nimmt die Bewegungsgleichung die folgende Form 


an: 
dv Fo ® 
m2--7z(1+2). 1) 


Unter Verwendung der Beziehung ds = vdti, dt = ds/v kann Gl. (1) in eine andere 


Form gebracht werden: 


= --2(1+2) d.h. -= eg 
Bu 
1) 


Durch Integrieren der vorstehenden Gleichung von Beginn des Bremsweges bis zum 
Stillstand des Körpers erhalten wir | 


2mvo 2mv;} 


PP —-vuln®@ +v)o® =s, d.h. 


10) . v0 


Mithin ergibt sich für den Wert der Bremskraft zu Beginn des Bremsvorgangs 


(1-In2=s. 


2 
__ 2mvg 


So 


Eine konstante Kraft F wirke auf einen Körper mit dem Gewicht G. In welcher Zeit 
vergrößert sich hierbei die Geschwindigkeit des Körpers auf den n-fachen Wert der ur- 
sprünglichen Geschwindigkeit vo, die der Körper in dem Augenblick innehatte, als die 
Kraft auf ihn zu wirken begann? 


Lösung 
Der Satz über den wechselseitigen Zusammenhang von Kraftimpuls und Bewegungs- 
größe ermöglicht folgende Schreibweise: 
Ft = mnvo — mio, 
woraus für die gesuchte Zeit resultiert 


” mvo(n -— 1) Gu(n-—|1) 
F Fg j 
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Welchen Impuls vermittelt eine Wand einer elastischen Kugel der Masse m = 0,2 kg, 
wenn diese unter einem Winkel = 60° gegen die Flächennormale und mit einer Ge- 
schwindigkeit vo = 20 ms”! auf die Wand trifft? 


Lösung 


Der Kraftimpuls, mit dem die Wand beim Anprall auf die 
Kugel wirkt, ist gleich der Änderung der Bewegungsgröße der 
Kugel, d.h., 


B= md — mdo. Bild 20. 
Wenn wir wie in Bild 20 völlig elastische Reflexion voraussetzen, prallt die Kugel mit 
gleicher Geschwindigkeit und unter gleichem Winkel von der Wand zurück, so daß wir 
für den Wert des Impulses schreiben können: 


Pl = 2mv cosp = 2:0,2kg-20 ms"! cos 60° =4kgms-!. 


Welche Arbeit muß beim Zusammendrücken der Feder eines Waggonpuffers um den 
Weg xo = 0,05 m verrichtet werden, wenn für das Zusammendrücken um den Weg 
x, = 0,01 m eine Kraft von 30 KN erforderlich ist, wobei die Kraft proportional zur 
Verkürzung der Feder anwächst? 


Lösung 


Da die Kraft und die Bahn ihres Angriffspunktes ein und dieselbe Richtung haben, 
kann für die Arbeit geschrieben werden: 


W= | Fax. 
30 kN 
Ferner gilt für die Feder "=kxundk = Fı om so daß wir für die Arbeit 
erhalten: “1 0,01 m 
r kx2]% 1 1 30KN - 0,0025 m2 
W= |kdık=|— =-=-Kk2= — —  - = 3750 Nm. 
IL: >, zen, 0,01 m oz. 
1) 


Eine Kugel schwimmt in einer Flüssigkeit der Dichte o so, daß sie bis zur Hälfte ein- 
getaucht ist. Welche Arbeit muß zum Herausheben der Kugel aus der Flüssigkeit ver- 
richtet werden, wenn ihr Radius mit R angesetzt 
wird? 


Lösung 
Nach Bild 21 können wir unter Berücksichtigung 
des Archimedischen Prinzips schreiben: 


R 


w= [Fay- [e-veoad, @ 


Bild 21 
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wobei V der in die Flüssigkeit eingetauchte Teil des Kugelvolumens ist. Man kann es 
aus der Beziehung 


ei : y° R 1 A 
v-r[ey-r | (R- May =|r(R -Z) Re 
le 3 
R-y R-y 


berechnen, wenn für den Ausdruck x? die Kreisgleichung x? + y2 —= R? verwendet 
wird. Das gestattet uns dann, Gl. (1) folgendermaßen umzustellen: 


R 
v1 ia 
„= | |6-(rRy - 57° )es dy = Gy — (PRG 15 w*) ar == 
3 3 12 0 
0 


1 1 1 
ER ne ER Re Rep: 
2 (3° 12" ) ee ae 


2 
Da jedoch entsprechend der Aufgabenstellung für das Gewicht gilt G = — r.R?og, 
können wir schließlich die gesuchte Arbeit schreiben als 3 


2 1 5 
= — rnR? — — nRtog = — nR%og. 
W 3 rR’ogR 7 rR’og 13 rR’og 


Die Hubwinde eines Aufzugs, der mit einem Gesamtgewicht von G = 10 kN belastet 
ist, wird mit einer konstanten Beschleunigung von a = 2 ms”* betrieben. Berechnen 
Sie die Arbeit, die während der ersten fünf Sekunden des Hubvorgangs verrichtet wird. 


Lösung 


Die Kraft, welche die notwendige Arbeit verrichtet, überwindet das Gewicht des Auf- 
zugs und verleiht ihm darüber hinaus noch eine Beschleunigung a, so daß sie den fol- 
genden Wert annimmt: 


-2 
F-6+ma-6+ÖZ0=6(1+2)= 10 (1+ ns ) - 


9,81 ms”? 
= 12,038 kN. 


Für den Weg, den der Angriffspunkt dieser Kraft während der Zeit t = 5 s zurücklegt, 
erhalten wir 


1 1 
s=za = —2ms®-25s°=25m. 


Für die gesuchte Arbeit finden wir dann 
W = Fs = 12,04 KN - 25m = 301 kNm. 


Welche Zugkraft kann eine Lokomotive mit einer Leistung von P = 2500 PS bei der 
Geschwindigkeit v = 60 km h! theoretisch maximal entwickeln? 
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Lösung 


Entsprechend der Definition für die Leistung können wir schreiben: 


EN A ER FE, 
dt dr 
Da F und ö die gleiche Richtung haben, gilt F-ö = Fv, so daß wir für die gesuchte 
Kraft erhalten: 
P 2500 - 735,5 W 
a v 60 000 m mu 
3600 s 


40. Wie lang muß ein Weg s sein, damit eine konstante Kraft F, die auf einen Körper der 
Masse m einwirkt, seine Geschwindigkeit auf den n-fachen Wert der Anfangsgeschwindig- 
keit vo Zu steigern vermag? 


Lösung 


Wir gehen von dem Satz aus, der besagt, daß die Arbeit, welche die auf einen Massen- 
punkt wirkende Kraft längs eines bestimmten Weges verrichtet, gleich dem Zuwachs an 
kinetischer Energie des Massenpunktes ist. Also finden wir 


1 1 1 1 
Fs = 2) mu? — 5 mu) = zZ mn?v: — 57 mv; = 5: mv (n? — 1). 


Für den gesuchten Weg erhalten wir damit 
muy(n” — 1) 
u 2F 


41. An einer Stange der Länge ! = 1 m und vernachlässigbarer Masse ist eine Kugel auf- 
gehängt. Welche horizontale Geschwindigkeit muß man ihr mindestens verleihen, damit 
sie bis in die höchste Stellung ausschlägt? Luftwiderstand wird nicht berücksichtigt. 


Lösung 


Zur Lösung dieser Aufgabe wenden wir das Gesetz von der Erhaltung der mechanischen 
Energie an. Die potentielle Energie beziehen wir dabei auf die horizontale Ebene, die 
durch die Ruhelage der Kugel definiert ist. In der Ausgangsstellung ist dann die poten- 
tielle Energie der Kugel gleich Null, und die Gesamtenergie ist durch die Größe der 
kinetischen Energie gegeben. Wenn die gesuchte Geschwindigkeit v. so groß sein soll, 
daß die Kugel gerade noch ihre höchste Stellung erreicht, so hat sie in dieser höchsten 
Stellung die Geschwindigkeit Null, und damit ist ihre Gesamtenergie ausschließlich 
durch die ihr dann innewohnende potentielle Energie bestimmt. Wir können also wie 
folgt schreiben: 


1 
Ey mv: = 2mgl, 


4 Hajko, Mechanik 
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und für die gesuchte Geschwindigkeit finden wir dann 


vo = 2 ,/gl = 2./9,81 ms“? Im = 6,26 ms-t, 


42. Auf einer völlig glatten, unbeweglichen Kugel befindet sich ein Massenpunkt in labiler 


Stellung. Wenn wir ihn aus der Gleichgewichtslage auslenken, wird er sich zunächst auf 
der Kugeloberfläche bewegen. In welchem Abstand vom höchsten Punkt der Kugel 
verläßt der Massenpunkt ihre Oberfläche, und in welchem Abstand vom senkrechten 
Durchmesser der Kugel trifft er auf eine horizontale Unterlage, wenn der Radius der 
Kugel mit R = 1,5 m angegeben ist? 


Lösung 


Beim Studium der Bewegung eines Massenpunktes 
auf einer Kugeloberfläche erscheint es zweckmäßig, 
sich auf den Standpunkt eines Bezugssystems zu 
stellen, das mit dem bewegten Massenpunkt fest 
verbunden ist. Der Massenpunkt bleibt bei seiner 
Bewegung so lange auf der Kugeloberfläche, wie 
seine Gewichtskomponente in Richtung zum Kugel- 
zentrum größer als die Zentrifugalkraft ist. Für den 
Punkt, in dem der Massenpunkt die Kugelober- Bild 22 
fläche verläßt, kann nach Bild 22 geschrieben 

werden: 


v? 
MLCOSP =M—. 
5 p R 


ee R— . j . 
Unter Berücksichtigung von cos = geht die vorstehende Gleichung über in 


Bee, .42 
R R’ d.h, g{(R-h=v, (1) 
In Gl. (1) haben wir zwei Variable: h und v. 
Eine weitere Gleichung für die Bestimmung dieser beiden Unbekannten erhalten wir 
aus dem Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie. Nach Durchlaufen des 
Weges s verringert sich die potentielle Energie um den Wert meh, und dafür wächst 
seine kinetische Energie auf der gleichen Wegstrecke um !/, mv? an, so daß wir finden: 


mgh = > m°, d.h, 2gh= v. (2) 
Aus den Gin. (1) u. (2) erhalten wir 
gR—-h)=2gh, d.h, h=_— =0,5m. 
Auf der Kugeloberfläche durchläuft der Massenpunkt den Weg s = Re. Da cosp = 


R-h_ 
R 3 


‚9 = 48° und im Bogenmaß 9 = 0,838, können wir die Weglänge s 


43. 
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bestimmen zu 
s= Ro = 1,5m: 0,833 = 1,26 m. 
Aus Gl. (2) erhalten wir für die Geschwindigkeit 
v = „/2gh = /2:9,81ms-?-0,5m=3,13ms-!, 


Die Zeit z, nach welcher der Massenpunkt die horizontale Ebene erreicht, auf der die 
Kugel liegt, erhalten wir aus der Beziehung 


1 
2R—-h=usinp+ Zen”. 


Diese quadratische Gleichung nach t aufgelöst ergibt 


IE es 
„= 1-0,99 5 


Die negative Wurzel hat offenbar keinen physikalischen Sinn. Für den Abstand Kugel- 
durchmesser — Auftreffpunkt ergibt sich 


2 
d=vtcosp + Rsine = 3,13m s-!-0,51s- Ei + 1,5 m 0,743 = 2,20 m. 


In einer Metallkugel mit dem Radius R wurde ein kugelförmiger Hohlraum mit dem 
Radius r = R/2 hergestellt (Bild 23). Es ist zu ermitteln, durch welche Kraft der auf 
diese Weise geschaffene Körper auf eine Kugel der Masse m wirkt, die sich in einem 
Abstand d vom Mittelpunkt der ursprünglichen Metallkugel befindet, wenn deren 
Masse mit M angegeben ist. 


Lösung PAR > 


VDLFR 

Die ursprüngliche Metallkugel der Masse M GG | 

würde auf den Massenpunkt m durch eine DR, 
IX Ih 


Kraft der Größe 


mM 
d? 


Fo=Yy Bild 23 
einwirken. Es läßt sich nämlich nachweisen, daß das Gravitationsfeld in der Umgebung 
eines homogenen Körpers von Kugelform das gleiche ist wie das eines Massenpunktes 
gleicher Masse, der an der Stelle des Kugelmittelpunktes liegt. Die Kraft F, kann als 
Summe zweier Kräfte aufgefaßt werden: F,, mit der das Gebilde, das wir durch 
Herstellen des angegebenen Hohlraums erzielt haben, auf den Massenpunkt m 
wirkt, und F,, mit welcher der Metallteil der Masse m’ wirkt, der in der Kugel mit dem 
Mittelpunkt S, und dem Radius r = R/2 liegt. Es ist also | 


F=FH+F:. 
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Für die Kraft F, gilt offensichtlich entsprechend dem Gravitationsgesetz 


weil 


Für die gesuchte Kraft resultiert demnach 


| mM mM 1 1 
a a dee ae pe 
(d= 5) (4-5) 


In welchem Punkt auf der direkten Verbindungslinie zwischen Erde und Mond ist die 
Stärke des’ gemeinsamen Gravitationsfeldes gleich Null, wenn die Masse des Mondes 
!/.ı der Erdmasse beträgt? 


Lösung 


Die Bedingung der Kompensation der beiden Gravitationsfelder wird entsprechend der 
Bezeichnung in Bild 24 erfüllt, wenn 

E,+Bb=0, dh, |E|=|El. () 
Wenn wir den Abstand der beiden Mittelpunkte der Himmelskörper mit d angeben und 
den Abstand des Gravitationsnullpunktes vom Erdmittelpunkt mit der Größe x, dann 
gilt offenbar 

M_ _ 1/,M 
Y x2 zz 14 ( d = x)2 9 


Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte im Abstand x = 0,9 d vom Erdmittelpunkt aus 
gemessen. 


x —D 
9 
dm 


Bild 24 Bild 25 


Berechnen Sie Potential und Stärke des Gravitationsfeldes eines Stabes der Masse m 
und der Länge / an einem Ort P, der im Abstand a vom Stabende in der Richtung des 
Stabes gelegen ist (Bild 25). 
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Lösung 


Der Anteil des Massenelements dn des Stabes am Gesamtpotential im Punkt P ist 


dm m dx 
dV=— = —y — r 
ee er 


weil dm = (m/I) dx ist. Durch Integration über den ganzen Stab erhalten wir das 
Potential 


m dx m m, l+ta 
V = N) — el 1 : et A l 
7) YzIn@+al Y7in— 
Die Gravitationsfeldstärke ermitteln wir aus der Beziehung E = — grad V. In unserem 


Beispiel heißt das, daß wir schreiben können 


dV _,m a a—l-a, _ m 
"la a? De 


wobei ö den Einheitsvektor in der in Bild 25 angegebenen Richtung darstellt. 


Errechnen Sie Potential und Stärke eines Gravita- 
tionsfeldes, das von einer Kreisplatte (Masse m, 
Radius r) ausgeht, für einen Ort P auf der zur Platte 
senkrecht stehenden Mittelpunktsachse im Abstand a 
von der Platte. Die Dicke der Platte werde vernach- 
lässigt. 


Lösung 


Der Anteil eines Massenelements dm der Platte, das Bild 26 
als kreisringförmiges Element der Breite dx gewählt 
wurde (Bild 26), an dem gesamten im Punkt P auftretenden Potential ist 


e — 2mx dx 

m 

dV’ = — _  T——— 
nz re + a 


Durch Integration über die ganze Platte erhalten wir das wirkende Gesamtpotential zu 


a aWetek- 
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Für die Gravitätionsfeldstärke im Punkt P kann dann geschrieben werden 


> dV 2 


Welche Horizontalgeschwindigkeit vo muß man irgendeinem Körper in einer Höhe 
h = 500 km über der Erdoberfläche vermitteln, damit er als künstlicher Erdsatellit auf 
einer Kreisbahn die Erde umfliegt? Der Erdradius beträgt 6370 km (Bild 27). 


Lösung A 2 
Die Geschwindigkeit v muß der Bedingung genügen, daß die Fliehkraft, 
dieaufeiner Kreisbahn eines fliegenden Körpers angreift, gleichder inder 
vorgegebenen Höhe wirksamen Gravitationskraft ist. Es muß also gelten 
v? mM / 
men Zn 1 
r+h "rm ” Bild 27 


(y Gravitationskonstante, M Erdmasse). 

Zwischen der Gravitationskraft Fo, die auf den gegebenen Körper an der Erdoberfläche 
wirken würde, und der Gravitationskraft F, die auf den gleichen Körper in der Höhe h 
über der Erdoberfläche wirkt, besteht die Beziehung 


r? 
mherm 
denn 
mM mM 


en 


Da Fo = mg ist mit g = 9,81 ms”, resultiert aus Gl. (1) 


v? r? 


r+h Grm’ 


so daß die gesuchte Geschwindigkeit gefunden wird zu 


m J € J 9,81 ms”? 
v= m —— = 6370 -10?’m- | 1, 
Je- m r re? m 5570-103 7600 ms 


. Berechnen Sie die kinetische Energie W, eines Körpers der Masse m, der sich im freien 


Fall aus großer Höhe AH der Erde nähert, im Moment seines Auftreffens auf die Erd- 


‚ oberfläche. Der Erdradius werde mit r angegeben. Wie groß wäre die Energie für den 


Fall H > r? Der Luftwiderstand bleibt unberücksichtigt. 
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Lösung 


Wir wenden das Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie an. In der Aus- 
gangshöhe H über der Erdoberfläche, von wo aus sich der Körper der Erde im freien 
Fall nähert, hat er nur potentielle Energie, die durch die Beziehung gegeben ist: 


-) = ymM 


H 
H=mgr —— , 


r(H-+r) r+ H 


WM (7 


: M 
denn sitg=y—. 
r 
Im Moment des Auftreffens auf die Erdoberfläche hat der Körper nur kinetische 


Energie, für die sich aus dem Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie 
ergibt: 


W. = ; 
N r+-H 
Und für den Fall 4 > r finden wir 
W. = mer. 


Ein Körper werde von der Erdoberfläche aus mit der Geschwindigkeit vo senkrecht auf- 
wärts geworfen. Welche Höhe erreicht er, und wie groß müßte die Anfangsgeschwindig- 
keit mindestens sein, damit der Körper nicht auf die Erde zurückfällt? Der Luftwider- 
stand bleibt unberücksichtigt. 


Lösung 


Wir beziehen uns wiederum auf das Gesetz von der Erhaltung der mechanischen 
Energie. Die Gesamtenergie des Körpers ist im Moment seines Starts allein durch den 
Wert seiner kinetischen Energie bestimmt, da die potentielle an der Erdoberfläche gleich 
Null ist. In der Maximalhöhe ZH, die der Körper erreicht, ist die Gesamtenergie anderer- 
seits ausschließlich durch seine potentielle Energie vorhanden. Beziehen wir diese po- 
tentielle Energie auf die Erdoberfläche, so können wir schreiben: 


Da g=y7ist, kann die vorhergegangene Gleichung auch in die Form gebracht 
r 


werden: 


1 2 
— mug = mgr 


2 r+ H' 


Daraus ergibt sich für die gesuchte Maximalhöhe 7 der Wert 
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Im Falle, daß wir nur ein einziges Gravitationsfeld, nämlich das irdische, vorliegen 
haben, lautet die Bedingung dafür, daß der Körper nicht wieder zur Erde zurückfällt, 
daß er also bis in die Höhe H = fliegt, wie folgt: 


2er -u=(, 

so daß die Startgeschwindigkeit mindestens einen Wert von 
vo = „/2gr = 11200 ms-! 

haben muß, die sog. 2. kosmische Geschwindigkeit. 


Mit welcher Mindestgeschwindigkeit müßte eine Rakete von der Erde aus gestartet 
werden, damit sie auf den Mond trifft? Wie groß ist in diesem Fall die Aufschlag- 
geschwindigkeit auf der Mondoberfläche? Der Abstand der Mittelpunkte der Erde und 
des Mondes beträgt im Mittel d = 380 000 km, der Erdradius ist rg = 6370 km, der 
Mondradius ry = '/a fa. Die Mondmasse beträgt '/sı der Masse der Erde. 


Lösung 


Zur Lösung dieses Problems wenden wir wieder das Gesetz von der Erhaltung der me- 
chanischen Energie an, da wir den Luftwiderstand in der Erdatmosphäre unberück- 
sichtigt lassen. Da man mit hinreichender Genauigkeit Mond und Erde als Kugel- 
körper ansehen kann, sind ihre jeweiligen Gravitationsfelder ebensogroß wie die von 
Massenpunkten mit der Erd- bzw. Mondmasse, die im Erd- bzw. Mondmittelpunkt 
liegen. Bei der Bewegung der Rakete von der Erde zum Mond wird das Gravitations- 
feld der Erde eine Bremswirkung ausüben, während das Gravitationsfeld des Mondes 
im Gegensatz dazu eine beschleunigende Wirkung ausübt. Nach dem Resultat des Bei- 
spiels 44 (Bild 24) wird das Gravitationsfeld der Erde bis zu jenem Punkt hin über- 
wiegen, der vom Erdmittelpunkt die:Strecke x = ?/ıo d entfernt liegt, während hinter 
diesem Punkt dann das Gravitationsfeld des Mondes überwiegt. Es reicht also aus, der 
Rakete eine solche Geschwindigkeit zu erteilen, die es ihr erlaubt, bis zu dem Punkt zu 
gelangen, der vom Erdmittelpunkt den Abstand x hat. Von da an wird sie dann unter 
dem Einfluß des überwiegenden Mond-Gravitationsfeldes mit einer beschleunigten Be- 
wegung auf den Mond zu fallen. Es kann daher geschrieben werden: 


mM; mMm _ mM: _, mMu 


_ mu: — = = — BERBEFG 
a es dan os "DM 


wobei wir auf’der linken Seite der Gleichung die Summe von kinetischer und potentieller 
Energie der Rakete an der Erdoberfläche und auf der rechten Seite die Gesamtenergie 
der Rakete im Punkt x = 0,9 d vom Erdmittelpunkt finden. Diese Gesamtenergie be- 
steht hier wieder nur aus der potentiellen, da die Geschwindigkeit und damit die kine- 
tische Energie an diesem Punkt gleich Null angesetzt werden. Für die gesuchte minimale 
Abschußgeschwindigkeit der Rakete von der Erdoberfläche kann also geschrieben 
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werden 
De | M (- _ 1 2 1 = 1 ) _ 
rel, 094 Slad-r) 381:-0,1d 
FE FE Yg 
oe ee han ner 
Br | 09 Man ı nn)’ 


so daß gefunden wird 

v = „/2gre 0,98 = 11,2km s-!- 0,99 = 11,09 kms-t. 
Für die Geschwindigkeit v*, mit der die Rakete auf dem Mond auftrifft, kann analog 
geschrieben werden 


mMz = mMyn = mr? Ben Lu... y mMe 
099 MM 2 Fam d— im 


r 


da wir auf der linken Seite der Gleichung den Wert der Gesamtenergie der Rakete im 
Punkt mit dem Abstand x = 0,9 d vom Erdmittelpunkt und auf der rechten wiederum 
die Gesamtenergie der Rakete beim Auftreffen auf die Mondoberfläche dargestellt 
haben. Nach einer Umformung folgt zunächst 


8lrm YM 8lru 
#2 _ Milli a en 
: 7 = ( 0,9d 0,1d = d— Im ) ’ 


und mit den Massen bzw. Radien können wir schreiben 


ar | 1 5 Me ( _ Sr re g: 8lre ) u 
4-81’ 7 4:099 4-01d  Md- Ir 
1 8lre YE Sire 
= Dee Fe An], 
4-81 ern | 4:0994 3.014" Teer 


so daß wir schließlich für die Auftreffgeschwindigkeit finden 


l 1 
er /2gre 0,91 = — - 11,2 km s-! - 0,95 = 0,591 kms-!. 


18 
A Aufgaben 


33. An zwei gleich langen Ketten AC und Größe T, haben darf und der Abstand 
BC (Bild 28), die in den Punkten A und AB = 2a gegeben ist? 
B befestigt sind, hängt ein Körper K. 34. An drei symmetrisch angeordneten Sei- 
Wie groß muß die Länge / der Ketten len ist ein Körper Kaufgehängt (Bild29). 
sein, wenn die Kraft, durch die eine Wieviel wiegt er, wenn die Länge eines 


Kette gespannt wird, maximal die jeden Seiles /= 1m ist, die Befesti- 
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35. 


36. 


gungspunkte ein gleichseitiges A ABC 
mit der Seite a = 1m bilden und wenn 
die einzelnen Seile jeweils durch die 
Kraft F = 24,55 N gespannt werden? 


A 2a B 


Bild 29 


Ein Körper wird durch die Wirkung der 
Kraft F = 0,02 N in Bewegung versetzt 
und legt während der ersten vier Se- 
kunden seiner Bewegung eine Strecke 
von 3,2 m Länge zurück. Wie groß ist 
seine Masse, und welche Geschwindig- 
keit wird er am Ende der fünften Se- 
kunde seiner Bewegung haben? 

Eine Granate der Masse m = 5 kg ver- 
läßt ihren Lauf mit einer Geschwindig- 
keit vo = 1200 m s-!. Wie groß war die 
im Lauf wirkende Kraft unter der An- 
nahme, daß die Bewegung der Granate 
im Lauf gleichförmig beschleunigt ver- 
lief und 0,01 s dauerte? Welche Arbeit 
‘wurde dabei von der beschleunigenden 
Kraft verrichtet? 


37. Eine Granate der Masse m = 24. kg 


38. 


39. 


40. 


41. 


42, 


verläßt ihren Lauf mit einer Geschwin- 
digkeit vo = 500 ms-!. Der Lauf sei 
2m lang. Wie groß ist der Durch- 
schnittswert der im Lauf auf die Granate 
wirkenden Kraft? 


Stellen Sie fest, in welchen Punkten der 
Erdoberfläche Zentrifugalkraft und Co- 
RIOLIS-Kraft unter gleichartigen Bedin- 
gungen ihren maximalen und minimalen 
Wert aufweisen. 


Ein Eisenbahnwaggon bewegt sich auf 
einer horizontalen geraden Strecke. Er 
wird mit einer Kraft gebremst, die genau 
ein Zehntel seines Gewichts ist. "Bestim- 
men Sie die Zeit, die vom Beginn der 
Bremsung bis zum Stillstand vergeht, 
sowie die Strecke, die er dabei zurück- 
legt, wenn der Waggon im Moment des 
Bremseinsatzes eine Geschwindigkeit 
von 72 km h*! innehatte. 


Wie groß ist das scheinbare Gewicht 
einer 75 kg schweren Person in einem 
Aufzug, der sich 

a) mit einer Verzögerung von 0,2 ms”? 
aufwärts und mit einer Beschleunigung 
von 0,2 m s”? abwärts bewegt, 

b) mit einer Beschleunigung von 
0,15 ms"? aufwärts und mit einer Ver- 
zögerung von 0,15 ms”? abwärts be- 
wegt? 

Zwei gleich große kugelförmige Körper 
werden aus verschiedenen Werkstoffen 
mit den Dichten oe, und. 0, gefertigt. 
Beide Kugeln fallen in Luft. Unter der 
Voraussetzung, daß der Luftwiderstand 
proportional dem Geschwindigkeits- 
quadrat ist, soll ermittelt werden, in wel- 
chem Verhältnis die von beiden Kugeln 
erreichten Maximalgeschwindigkeiten 
stehen. 


Eine Kugel der Masse m dringt mit einer 


Anfangsgeschwindigkeit vo in ein hem- 
mendes Medium ein, dessen Wider- 
stand F proportional zur Geschwindig- 
keit eines Massenpunktes wächst, d. h., 
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F= —kv. Welchen Weg legt die Kugel . 


bis zum Stillstand zurück, wenn außer 
dem Widerstand des hemmenden 
Mediums keine andere Kraft auf sie 
wirkt? 

Ein Stein der Masse m = 3 kg hängt 
an einem Faden der Länge /= im 
und führt in vertikaler Ebene eine Be- 
wegung auf einer Kreisbahn aus. Es ist 
die kleinste Winkelgeschwindigkeit für 
den Umlauf des Steins auf der Kreis- 
bahn zu finden, bei der der Faden reißen 
würde, wenn dazu eine Kraft von 
F = 88,3 N notwendig ist. 


Ein Ball der Masse m = 0,1 kg wurde 
durch Anstoß so in Bewegung versetzt, 
daß seine Geschwindigkeitv = 10 ms! 
beträgt. Welche Kraft wirkte auf ihn, 
wenn die Dauer des Kıraftstoßes / = 
=.0,01 s betrug?: 

Der Motor eines Autos mit der Ge- 
samtmasse m = 960kg entwickelt eine 
Zugkraft von 1600 N. In welcher Zeit 
kann der Wagen eine Geschwindigkeit 
von 54 km h°! erreichen? 


Ein Waggon mit der Masse m = 
= 16000 kg bewegt sich geradlinig mit 
einer Anfangsgeschwindigkeit von vo = 
—= 5ms-!. Wie groß ist der Mittelwert 
der auf den Waggon wirkenden Rei- 
bungskraft, wenn dieser dadurch inner- 
halb einer Minute zum Halten kommt? 
Welche Arbeit verrichtet ein Pferd, das 
einen Wagen von 1500 kg Masse mit 
konstanter Geschwindigkeit 600 m weit 
zieht und dabei eine Reibung von 0,8% 
des Wagengewichts überwindet? 


Eine stählerne Spiralfeder der Länge 


lo = 0,8 m wird unter Einwirkung der 


Kıraft FR, =2kp um die Länge x, = 


—= 0,05 m gedehnt. Welche Arbeit wird 
bei einer Dehnung der Spiralfeder auf 
das Zweifache ihrer ursprünglichen 
Länge benötigt, wenn die Kraft, die 
diese Arbeit verrichtet, proportional der 
Ausdehnung der Feder ist? 
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Ein hölzerner Zylinder ist zu ?/z3 seiner 
Länge in Wasser untergetaucht. Welche 
Arbeit muß zum Herausziehen des Zy- 
linders aus dem Wasser verrichtet wer- 
den, wenn sein Radius r = 0,lm und 
seine Länge h = 0,6 m ist? 

Ein Geschoß der Masse m = 0,02 kg 
erreicht mit einer Geschwindigkeit vo = 
—=400 ms"! einen Baum. Wie tief 
dringt es in ihn ein, wenn der Wider- 
stand des Holzes F = 1000 kp beträgt? 


Ein Körper der Masse m = 100 kg be- 
wegt sich mit einer Geschwindigkeit 
vo = 20 km h°!. Er soll auf einem 20m 
langen Weg zum Stillstand gebracht wer- 
den. Mit welcher konstanten Kraft muß 
seine Bewegung abgebremst werden? 


Ein mit der Geschwindigkeit v, = 
—= 60 km h! fahrender Zug kanndurch 
Anlegen der Bremsen auf einer Strecke 
sı = 400 m zum Halten gebracht wer- 
den. Welche Geschwindigkeit dürfte der 
Zug haben, wenn er durch gleichmäßiges 
Bremsen auf einer Strecke s»2 = 100 m 
zum Halten gebracht werden soll? 

Ein Körper der Masse m = 0,8 kg wird 
senkrecht nach oben geworfen. In der 
Höhe h = 10 m hat er noch eine Kine- 
tische Energie von W, = 200 Nm. Wel- 
che Maximalhöhe kann der Körper er- 
reichen? 

Wie groß ist die maximale Leistung 
eines Wasserrades, dessen Antrieb 
durch Wasser erfolgt, das aus einer 
Höhe A=10m herabfäll, wenn in 
einer Sekunde jeweils 1501 Wasser zur 
Verfügung stehen? 

Berechnen Sie die Leistung des Motors 
eines LKW, der.sich mit konstanter 
Geschwindigkeit v = 30 kmh’! auf 
einer Straße mit 5% Steigung bewegt, 
wenn die Gesamtmasse des Fahrzeuges 
m = 5000 kg beträgt. Der Reibungs- 
widerstand wird vernachlässigt. 

Ein Stein A befindet sich auf dem höch- 
sten Punkt eines halbkugelförmigen, 
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glatten Körpers mit dem Radius r 
(Bild 30). Wir verleihen ihm in horizon- 
taler Richtung eine Anfangsgeschwin- 
digkeit vo. Es ist zu ermitteln, von wel- 
chem Punkt aus der Stein die Oberfläche 


Bild 30 


seiner halbkugeligen Unterlage verläßt. 
Bei welchem Wert der Anfangsgeschwin- 
digkeit v, verläßt der Stein seine Un- 
terlage bereits im Auflagepunkt? 
Der Reibungswiderstand wird vernach- 
lässigt. 

Wie groß ist der Unterschied der Gra- 
vitationskraft, mit der die Erde auf 
einen Körper wirkt, der einmal in einer 
Höhe Ah = 6400 m über NN, ein an- 
deres Mal direkt auf NN liegt? Der 
Erdradius ist r = 6370 km. 


. Berechnen Sie Potential und Stärke des 


Gravitationsfeldes eines Drahtes der 
Masse m, der in die Form eines Krei- 
ses mit dem Radius r gebogen wurde, 
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im Punkt P auf der Kreisachse im 
Abstand s von seinem Mittelpunkt 
(Bild 31). 

Ermitteln Sie die Beschleunigung, mit 
der ein Körper auf die Mondoberfläche 
fallen würde, wenn wir voraussetzen, 


Bild 31 


daß auf den Körper nur das Gravita- 
tionsfeld des Mondes wirkt, und wenn 
bekannt ist, daß für Masse und Radius 
des Mondes die Werte Mu = !/sı Ma 
und ry = !/a rz gelten (M, Erdmasse, 
rg Erdradius). 

Berechnen Sie die notwendige An- 
fangsgeschwindigkeit vo, die man einem 
Körper vermitteln muß, der sich senk- 
recht aufwärts bis zu einer Höhe vom 
Wert des Erdradius (6370 km) über die 
Erdoberfläche bewegen soll. Der Luft- 
widerstand wird vernachlässigt. 


Dynamik des Systems von Massenpunkten und des starren Körpers 


Unter dem Schwerpunkt des Systems aus zwei Massenpunkten verstehen wir den- 


Massen beider Massenpunkte teilt. 
Den gemeinsamen Schwerpunkt dreier Massenpunkte definieren wir als den Punkt 
auf der Verbindungslinie des Schwerpunktes der beiden ersten Massenpunkte und 
des dritten, der diese Verbindungslinie wieder im umgekehrten Verhältnis der Massen- 
summe der ersten beiden Punkte und des dritten teilt. 


jenigen Punkt auf ihrer Verbindungslinie, der diese im umgekehrten Verhältnis der 
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Ähnlich können wir die Definition des Schwerpunktes auf ein System von beliebig 
vielen Massenpunkten erweitern. 

Der Ortsvektor des Schwerpunktes eines Systems von Massenpunkten 7* bezüglich 
eines bestimmten Bezugspunktes ist durch die folgende Beziehung gegeben: 


fr 2 mi; 
m, 
(7, Ortsvektor des i-ten Punktes des Systems bezüglich desselben Bezugspunktes, 
m, Masse des i-ten Punktes). 
Der Zusammenhang zwischen den Schwerpunktkoordinaten des Systems von Massen- 
punkten und den zugehörigen Massenpunktkoordinaten des Systems ist analog durch 
die Beziehungen 


x* _ LM . y* _ my: N z* — Y)mızı 


m m ım; 
gegeben. 


Den Ortsvektor bzw. die Schwerpunktkoordinaten eines homogen mit Masse er- 
füllten Körpers bestimmen wir durch Volumenintegration aus 


bzw. 


wobei o die Dichte, die an verschiedenen Stellen des Körpers verschieden sein kann, 
und dr das Volumenelement ist. 


Das Drehmoment M hinsichtlich eines bestimmten Bezugspunktes O definieren wir 
durch die Beziehung 


— Er 
M=r'xF 


(7 Ortsvektor des Angrifispunktes der Kraft bezogen auf den Punkt O). 


Analog definieren wir den Drehimpuls L eines Massenpunktes hinsichtlich des Bezugs- 
punktes O durch die Beziehung 
> 


L=r’x mö 


(7 Ortsvektor des Massenpunktes bezüglich des Punktes O). 
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Der Zusammenhang zwischen dem Moment der auf einen Massenpunkt - hinsicht- 
lich eines bestimmten Bezugspunktes. — wirkenden Kraft und dem Drehimpuls des 
Massenpunktes-bezüglich desselben Bezugspunktes - ist durch die Beziehung gegeben: 


Es kann nachgewiesen werden, daß die Projektion des Drehmoments bezüglich eines 
Punktes auf einer bestimmten Geraden -— und in deren Richtung - vom Ort des auf 
der Geraden gewählten Punktes unabhängig ist. Eine solche Projektion des Dreh- 
moments in Richtung einer bestimmten Geraden bezeichnen wir als Drehmoment 
bezüglich einer Geraden (Achse). 

Als ein Kräftepaar bezeichnen wir zwei gleich große Kräfte entgegengesetzter Rich- 
tung, die an zwei verschiedenen Punkten eines Körpers angreifen und deren Ver- 
bindungslinie nicht in die Kräftegerade derjenigen Kräfte fällt, die das Paar bilden. 
Das Moment des Kräftepaares wird durch das Produkt des Wertes der das Paar 
bildenden Kräfte und dem Abstand der Kräftegeraden gebildet. 

Die Bewegung eines Systems von Massenpunkten bzw. eines Körpers wird durch die 
beiden Impulssätze beschrieben. 


Der 1. Impulssatz besagt: 

Die Summe aller Außenkräfte, die auf die einzelnen Punkte eines Systems wirken, ist 
gleich der Ableitung der gesamten Bewegungsgröße des Systems nach der Zeit. 
Mathematisch kann er durch die Gleichung 


ausgedrückt werden, wobei f = JF, und? = mid, ist. 
Dem ersten Impulssatz gleichbedeutend ist der Satz von der Bewegung des Schwer- 
punktes. Er besagt: 
Unter der Einwirkung äußerer Kräfte bewegt sich der Schwerpunkt eines Systems 
von Massenpunkten bzw. eines Körpers so, als ob die Gesamtmasse des Systems bzw. 
des Körpers im Schwerpunkt konzentriert wäre und alle Kräfte im Schwerpunkt an- 
griffen. 
Mathematisch kann dieser Satz durch folgende Gleichung ausgedrückt werden: 

mä* = F 
(m Gesamtmasse des Massenpunktsystems bzw. des Körpers, @* Schwerpunkt- 
beschleunigung, F = yF ‚ Vektorsumme aller auf das Massenpunktsystem bzw. auf 
den Körper wirkenden Außenkräfte). Wenn die Summe der äußeren Kräfte gleich 
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Null ist oder wenn äußere Kräfte nicht vorhanden sind (isoliertes, abgeschlossenes 
System), verändert sich die Schwerpunktlage nicht. Dieser Sachverhalt findet seinen 
Ausdruck im Gesetz von der Erhaltung des Schwerpunktes eines abgeschlossenen 
Systems. 

Der 2. Impulssatz besagt: 

Die Summe der Momente aller äußeren Kräfte, die auf die einzelnen Massenpunkte 
eines Systems hinsichtlich eines bestimmten Bezugspunktes wirken, ist gleich der Ab- 
leitung des Gesamtdrehimpulses des Systems (hinsichtlich desselben Bezugspunktes) nach 
der Zeit. 

Mathematisch kann er durch die folgende Gleichung ausgedrückt werden: 


wobei M =) 7,XxX F, und De Ir, x mid; ist. 

Für ein abgeschlossenes System von Massenpunkten, d.h., für ein System, auf das 
nur innere Kräfte wirken (äußere sind nicht vorhanden), ergeben sich aus dem 1. und 
2. Impulssatz zwei Erhaltungsgesetze: das Gesetz von der Erhaltung der Bewegungs- 
größe und das Gesetz von der Erhaltung des Drehimpulses. 

Das Gesetz von der Erhaltung der Bewegungsgröße besagt: 

Die Gesamtbewegungsgröße eines abgeschlossenen Systems ist konstant, d.h. 


B=),mj, = const. 


Das Gesetz von der Erhaltung des Drehimpulses besagt: 
Der Gesamtdrehimpuls eines abgeschlossenen Systems ist konstant, d.h. 

Be Y,Fı x my, = const. 
Im Gleichgewicht befindet sich ein Körper dann, wenn die folgenden Bedingungen er- 
füllt sind: 
1. Die Summe aller auf den Körper wirkenden äußeren Kräfte ist gleich Null, d. h., 
IF ı=d; 
2. Die Summe der Momente aller äußeren Kräfte hinsichtlich eines beliebigen Punktes 
ist gleich Null, d.h, YA, x F,=0. 
Wenn irgendein Körper sich um eine feste Achse dreht, nimmt seine Bewegungs- 
gleichung die Form an: 


M=Jo, 


wobei « die Winkelbeschleunigung, M die Projektionsgröße des Gesamtmoments 
der äußeren Kräfte in Richtung der Drehachse, d.h. der Betrag des Gesamtmoments 
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der äußeren Kräfte hinsichtlich der Drehachse, und J das sog. Massenträgheitsmoment 
des Körpers bezüglich der Drehachse ist, das durch die Beziehung 


= mr; 


definiert wird (r, Abstand des Massenpunktes m, von der Drehachse). Bei Körpern, 
die homogen mit Masse erfüllt sind, gilt dafür 


= [r? dm = | or? dr, 


wobei die Integration über das gesamte Volumen des betreffenden Körpers ausgeführt 
werden muß. 

Die Berechnung der Trägheitsmomente von Körpern in bezug auf beliebige Achsen 
wird durch einige Lehrsätze erleichtert, insbesondere durch den Satz von Steiner, der 
besagt: 

Das Massenträgheitsmoment J eines Körpers, bezogen auf eine beliebige Drehachse, 
ist gleich seinem Massenträgheitsmoment Js, bezogen auf die parallele Schwerpunkt- 
achse, vermehrt um das Produkt aus Masse und dem Quadrat des Abstandes beider 
Achsen. 

Mathematisch kann man den Satz durch die Beziehung ausdrücken: 


J= Js + ma? 


(m Gesamtmasse, a Abstand des Schwerpunktes von der Drehachse). 
Das Trägheitsmoment eines Körpers hinsichtlich irgendeiner beliebigen Achse kann 
allgemein durch die Gleichung 


J= (T0)ö 


ausgedrückt werden, wobei T der Tensor der Bewegungsgröße eines Körpers in 
einem bestimmten Punkt einer Geraden und ö der Einheitsvektor in Richtung der 
Geraden, hinsichtlich der wir das Trägheitsmoment suchen, ist. 

Bei spezieller Wahl eines geeigneten Koordinatensystems, wenn die Koordinaten- 
achsen in Richtung der Achsen eines Trägheitsellipsoids fallen (Hauptträgheits- 
achsen), kann der Tensor der Bewegungsgröße eines Körpers, z. B. im Schwerpunkt, 
durch folgende einfache Beziehung ausgedrückt werden: 


Ts = Jsü + Ja) + Isskk (1) 


(Jsı» Js2, Js; Trägheitsmomente des Körpers bezüglich seiner Hauptträgheits- 
achsen: Hauptträgheitsmomente). Die Hauptträgheitsachsen sind dadurch gekenn- 
zeichnet, daß für eine von ihnen das TTrägheitsmoment ein Maximum, für eine andere 
ein Minimum ist und daß alle drei Achsen aufeinander senkrecht stehen. 
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Unter Berücksichtigung von Gl. (1) kann man das Trägheitsmoment eines Körpers 
bezüglich einer. durch seinen Schwerpunkt gehenden Achse, die mit den Hauptträg- 
heitsachsen die Winkel «&, , y einschließt, durch folgende Beziehung ausdrücken: 


J= (Tsd) ö = Js cos? + Js2 cos” ß + Js3 cos? y. 


Die allgemeine Bewegung eines Körpers kann als die Summe der Translations- 
bewegung seines Schwerpunktes und der Rotation des Körpers um die durch seinen 
Schwerpunkt gehende Achse angesehen werden. 

Die kinetische Energie eines Körpers, der eine Drehbewegung mit der Winkelgeschwin- 
digkeit w um eine feste Achse ausführt, errechnet man aus 


wobei J das Trägheitsmoment des Körpers bezüglich der gewählten Drehachse ist. 
Die Arbeit, welche die äußeren Kräfte bei der Drehung eines Körpers um einen be- 
stimmten Winkel o verrichten, ist durch die Beziehung 


W= Mo 


. gegeben, wenn der Wert des Kräftemoments M bezüglich der Drehachse konstant ist. 
Diese Arbeit ist gleich der Zunahme der kinetischen Energie der Rotation des Körpers 
in diesem Drehabschnitt. | 
Allgemein ist die gesamte kinetische Energie eines Körpers als Summe der kineti- 
schen Energie der Translation des Schwerpunktes mit der Gesamtmasse m des 
Körpers und seiner kinetischen Energie der Rotation um eine Schwerpunktachse 
gegeben. Es ergibt sich so 


| 
W. = — mvs + — J.o@*. 
K ) 5 2 N 


Auch bei dieser allgemeinen Bewegung eines Körpers gilt das Gesetz von der Er- 
haltung der mechanischen Energie, solange es tatsächlich nur zu Umwandlungen der 
einen Form mechanischer Energie in eine andere kommt und Umwandlungen in nicht- 
mechanische Energieformen (innere, elektrische usw.) ausgeschlossen sind. 

Jeder Körper stellt ein physikalisches Pendel dar, wenn er so befestigt ist, daß er sich 
unter der Wirkung seines Eigengewichts um eine nichtvertikale Achse drehen kann, 
die nicht durch seinen Schwerpunkt verläuft. 

Wenn es sich um ausreichend kleine Auslenkungen 9 aus der Gleichgewichtslage 
handelt, kann die Bewegungsgleichung des physikalischen Pendels in der Form ge- 
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schrieben werden 

d? mga . 

—. zZ ee — Yo 

dt J 
(m Gesamtmasse des Pendels, a Abstand des Schwerpunkts von der Drehachse, 
J Trägheitsmoment des Pendels bezüglich der Drehachse). 


Als Lösung dieser Differentialgleichung finden wir den Ausdruck, der die Zeitab- 
hängigkeit der Auslenkung 9 angibt, in der Form 


= 0_9,C0s(wi + «&) 


(o = — Kreisfrequenz, 9, Amplitude, «& Phasenkonstante 


Die Periodendauer eines physikalischen Pendels berechnen wir aus 


Für die sog. reduzierte Pendellänge eines physikalischen Pendels gilt die Beziehung 


J 


lI=—. 
ma 

Sie bedeutet den Abstand zweier bezüglich des Pendelschwerpunkts unsymmetrisch 
liegender Achsen, um die das physikalische Pendel mit gleicher Periode schwingt. 
Wenn sich ein Körper um eine willkürlich durch ihn gelegte Achse dreht, dann ändert 
sich infolge der wirkenden Zentrifugalkräfte die Trägheit seiner Massenelemente. 
Dreht sich ein Körper mit der Winkelgeschwindigkeit w um eine durch seinen Schwer- 
punkt verlaufende Achse, dann hat das Gesamtmoment der Zentrifugalkräfte bezüg- 
lich aller Punkte auf der Achse, also auch bezüglich des Körperschwerpunkts, den. 
gleichen Wert, der durch die Beziehung 


M so — wU, 


gegeben ist, wobei U, der Wert des sog. Auslenkungsmoments des Körpers hinsichtlich 
der gegebenen Achse ist. Allgemein wird das Auslenkungsmoment bezüglich der 
Achse durch die Beziehung 


U-T9x6 
bestimmt T Tensor der Bewegungsgröße des Körpers im entsprechenden Punkt auf 


der Achse, ö Einheitsvektor, der in die Richtung der Achse fällt). 
Infolge dieses Einflusses ist die Wirkung der Zentrifugalkräfte analog zur Wirkung 
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des Kräftepaares, das bestrebt ist, die Körperachse aus ihrer momentanen Lage aus- 
zulenken. Wenn der rotierende Körper mechanisch auf einer in Lagern fixierten 
Achse liegt, entstehen dadurch in den Lagern Drücke, durch die die Lager belastet 
werden. 

Nur in den Fällen, da eine der Hauptträgheitsachsen Rotationsachse ist, befinden sich 
die Zentrifugalkräfte im Gleichgewicht miteinander, und daher ist ihr Einfluß auf die 
Lage der Achse, gegebenenfalls auf die sie führenden Lager, gleich Null. 


B Beispiele 


51. Aus einer homogenen kreisförmigen Platte mit dem Radius r wird ein Kreis mit dem 
halben Radius der kreisförmigen Platte ausgeschnitten (Bild 32). Ermitteln. Sie die Lage 
des Schwerpunkts des auf diese Weise entstandenen Körpers. 


Lösung 


Die Lage des Schwerpunkts des angegebenen Gebildes läßt sich leicht bestimmen, indem 
wir das ganze Gebilde in zwei Teile zerlegen, und zwar in den Kreis mit dem Radius r/2 
mit dem Zentrum in S,, wo sich auch der Schwerpunkt dieses Teils befindet, und dem 
verbleibenden Teil, der aus Symmetriegründen seinen Schwerpunkt in So hat, d. h. im 
Zentrum des Ursprungskreises. Für die Lage des resultierenden Schwerpunktes S gilt 


2 2 
(>) :x = (m? 287) rn, 


woraus für das gesuchte x resultiert: x = r/6. 


Bild 32 Bild 33 


52. Bestimmen Sie die Lage des Schwerpunkts für einen homogenen Körper, der die Form 
einer Halbkreisplatte mit zu vernachlässigender Dicke und dem Radius R hat. 


5* 
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Lösung 


Bei der Wahl eines geeigneten Koordinatensystems (Bild 33) ist aus Symmetriegründen 
X%s = 0. Für y, gilt. 


BER La [i 
fen | m 

rn AR 

ys = fr sing dr dp = = [5], 00," - 5. 


wobei, wie aus en Es hervorgeht, für die Größen y und dm geschrieben wurde 
y=rsinp und 


m 
dm =, rdpdr. 


2 


53. Ermitteln Sie den Schwerpunkt eines homogenen Kreiskegels der Höhe A. 


Lösung 


Wenn wir den Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems in die Kegelspitze 
legen und die y-Achse in Richtung der Kegelhöhe annehmen (Bild 34), dann wird deut- 
lich, daß bei Wahrung der Symmetrie x; = z; = 0 ist, und für y, gilt 


3 
ä En y’ dy 
, BE ne ARE 06 
2 [em m h? 4 1) 4 ’ 
wenn wir festgelegt haben, daß 
EA 
u) erh r?h h? 7) 
3 
3m 
gz, y? dy; 


dax:y=r:h,folgtx=—y. 


Der Schwerpunkt des Kegels befindet sich somit, von 
der Spitze aus gemessen, im Abstand °/, seiner Höhe 
auf der Kegelachse. Bild 34 
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54. Gegeben sei ein System aus drei Massenpunkten: mı = 0,05 kg; mz = 0,010 kg; 


55. 


m; = 0,015 kg. Zur Zeit t = 0 befinden sie sich in den Stellungen A, (3; 4; 5), A2.(—2; 
4; —6), As (0;0;0) in Ruhe, wobei die Koordinaten Maßzahlen in Zentimetern be- 
deuten sollen. Unter der Wirkung äußerer Kräfte, deren Summe durch einen Vektor 
F = 0,05N in Richtung der x-Achse angegeben ist, setzen sich die Massenpunkte in 
Bewegung. Ermitteln Sie die Lage des Schwerpunkts des Systems nach Ablauf der Zeit 
t=2S. 


Lösung 


Für die Lage des Schwerpunkts des Systems zur Zeit t = 0 ergibt sich 


MıXı + M2X2 + MaX3 1 
X = ——— = — — cm = — 0,17cm; 
m + m2 + ms 6 
mıyı + M2y2 + Msy3 " 
Yo = ——— 7 -=2 m; 
mı + m2 + Ma 
MmıZı + M3Z2> + Mz3Z3 35 
Zoo = —————— = — — cm = — 1,17cm. 
m, + m2 + Ms 30 


Durch Anwenden des Satzes von der Schwerpunktbewegung erhalten wir für die Be- 
schleunigung des Schwerpunkts 


Gemäß der gegebenen Aufgabenstellung fällt die Beschleunigung in die Richtung der 
x-Achse, so daß für die x-Koordinate des Schwerpunkts geschrieben werden kann 


1 1 
Xs=Xso + 7 Ast? = —0,17 cm + 2 -167 cms? 4? = 3,338 m. 


Für die Koordinaten y,, z; gilt offenbar: y; = Yso; Zs = Zso- 


Im einen Ende eines Bootes, das ruhig auf dem Wasser liegt, befindet sich ein Mensch. 
Um welche Strecke verändert das Boot seine Lage, wenn der Mensch an das andere 
Ende des Bootes geht? Das Gewicht des Menschen sei G, das des Bootes G, , die Länge 
des Bootes sei / = 2a. Der Wasserwiderstand bei der 


Bewegung des Bootes bleibt unberücksichtigt. ” B i 7 nf 
[ei ! 


| I 
N l 
1 i 
Lösung En | 
I 


I 
(2) a 
Das Boot mit dem an Bord befindlichen Menschen B 5.’ A 


kann als ein abgeschlossenes System angesehen 

werden. Für dieses gilt das Gesetz von der Erhaltung Bild 35 

der Schwerpunktlage. In Bild 35 ist die Lage des 

Bootes für die beiden Fälle dargestellt: Im Fall (1) befindet sich der Mensch am rechten 
Ende des Bootes (Stellung A), im Fall (2) in Stellung B. Im ersten Fall liegt der Schwer- 
punkt des Systems im Abstand x, von der Bootsmitte O aus gesehen, in Richtung nach A. 
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56. 


57. 


Da die Bootsmitte O zugleich auch der Schwerpunkt des Bootes ist, können wir in 
Übereinstimmung mit der Schwerpunktdefinition für x, schreiben 


ge 8 
Beim Stellungswechsel des Menschen von A nach B verschiebt sich das Boot um die 
Strecke dso, daß die Lage des neuen Schwerpunkts ‚S’ dieselbe ist wie die des ursprüng- 
lichen Schwerpunkts S. Aus Bild 35 ist zu ersehen, daß gilt 


G 
= = u. 
d 2Xs G ze G, 
Bis zu welcher Höhe schlägt ein ballistisches Pendel der Masse M = 10. kg aus, wenn 


es von einem Geschoß der Masse m = 0,1 kg und der Geschwindigkeit v = 200 m s-! 
getroffen wird? 


Lösung 


Wenn das Geschoß ein ballistisches Pendel trifft, vereinigt es sich mit ihm, und das 
Pendel beginnt, sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit v’ zu bewegen. Nach dem 
Gesetz von der Erhaltung des Impulses für das aus Pendel und Geschoß gebildete ab- 
geschlossene System gilt die Gleichung 


my =(M-+mv, 
d.h., 
mv 
M-+m' 
Zur Berechnung der erreichten Höhe h (Bild 36) wenden wir das Gesetz von der Er- 
haltung der mechanischen Energie an, das uns die Beziehung ermöglicht 


Mm Eee, 
d.h., 


2g 2g(M -+ m)? 


10-2 kg? -4- 10*m? s”? 
= —-=(,2m. 
29,81 ms? - 102 kg? — 


Welche Treibstoffmenge muß eine einfache Einstufen- 
rakete aufnehmen, damit sie nach Verbrennen des ge- 
samten Treibstoffs die erste kosmische Geschwindigkeit 
erreicht, wenn die Leermasse der Rakete m, = 100 kg 
beträgt und die relative Ausströmgeschwindigkeit der 
Verbrennungsgase v, = 3000 m s-! ist? 
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Lösung 


Diese Aufgabe werden wir unter Benutzung des Gesetzes von der Erhaltung des Im- 
pulses für ein abgeschlossenes System lösen. Die Rakete zusammen mit dem Treibstoff 
stellt ein solches abgeschlossenes System dar. Zu einem bestimmten Zeitpunkt z, in dem 
die Rakete hinsichtlich eines gewählten Bezugssystems die Geschwindigkeit v hat, sei 
die Masse von Rakete plus gegenwärtigem Treibstoffinhalt durch das Symbol m ge- 
gekennzeichnet. Der Impuls der Rakete wird zu diesem Zeitpunkt durch die Be- 
ziehung 


PD: = mü 


angegeben. Nehmen wir an, daß in der Zeit dr aus der Rakete Gase mit einer Masse dm’ 
entweichen, und zwar mit einer Geschwindigkeit ü, die hinsichtlich des gleichen Bezugs- 
systems gemessen wird, auf das wir die Raketengeschwindigkeit beziehen. Dann erhöht 
sich in der Zeit dt die Raketengeschwindigkeit vom Wert d auf + dö. Der Impuls des 
gesamten Systems wird dann zur Zeit i + dt sein 


Przar = (m — dm‘) (Ö + dö) + dmü. 


Entsprechend dem Gesetz von der Erhaltung des Impulses eines abgeschlossenen 
Systems finden wir dann 


Drzar == D:; 
d.h, 
(m - dm) Ö + di) +dmü = mi. a) 


Wenn wir berücksichtigen, daß dm’ = — dm ist, denn die Masse der entweichenden 
Gase bedeutet eine Verringerung des von der Rakete mitgeführten Treibstoffvorrats, 
dann können wir Gl. (1) in die Form bringen 


d d 
der ger 0) 
m m . 


In Gl. (2) haben wir das Glied dn dv als kleine Größe höherer Ordnung 
außer Betracht gelassen und U — Ü = D, bezeichnet, wobei Ü, die relative 
Ausströmgeschwindigkeit der Gase bezüglich der Rakete darstellt. Wenn 
wir in Bild 37 den Einheitsvektor in Richtung der Geschwindigkeit ö mit 
dem Symbol 6 bezeichnen, dann finden wir 


und wir können so Gl. (2) auf eine skalare Beziehung bringen gemäß 


dv = — — v. (3) 
m 
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58. 
Schenkel die Länge a = 0,3 m und 5 = 0,15 m haben und aus 
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Durch Integration von Gl. (3) finden wir 

v= —-vuInm+C. 
Den Wert der Integrationskonstante C ermitteln wir aus den Anfangsbedingungen. Zur 
Zeit {=0 war die Geschwindigkeit der Rakete gleich Null, d.h. v = 0, und die 


Raketenmasse hatte die Größe m = mo. Nach Einsetzen dieser Werte in Gl. (3) er- 
halten wir 


0=-vIinm +C, C=ulnmo, 


so daß wir Gl. (3) folgendermaßen schreiben können: 
mo 
v=v1In—. 
m 


Für den Endwert der Raketengeschwindigkeit v. gilt dann nach Verbrauch des ge- 
samten Treibstofis 


Ve = Ur In La D (4) 
Mm; 


wobei m, die Leermasse der Rakete ist. Für die gesuchte Masse des insgesamt not- 
wendigen Treibstoffs gilt offenbar m,, = mo — m,. Die Startmasse m. kann aus Gl. (4) 
ermittelt werden 


De 
mo = Mm, EXP | — |, 
® 


T 


so daß gilt 


D. 
Mm =m (exp 5 _ ı) 2 
U, 


Nach Einsetzen der vorgegebenen Größen finden wir 


7,9 
My, = 100 kg (exp = = ı) = 


= 100 kg 12,92 = 1292 kg. 
Eine abgewinkelte Stange mit einem |_-Profil (Bild 38), deren 


dem gleichen Material bestehen, ist im Endpunkt des einen Schen- 
kels so gelagert, daß sie sich um eine waagerechte Achse drehen 
kann, die senkrecht auf der durch die Schenkel der Stange definier- 
ten Ebene steht und durch den Aufhängepunkt verläuft. Bestim- 
men Sie den Winkel, der in der Gleichgewichtsstellung vom 
Schenkel a und der Vertikalen eingeschlossen wird. Bild 38 
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Lösung 


Die Gleichgewichtsbedingungen erfordern, daß 

a) die Vektorsumme aller auf den Körper wirkenden Kräfte gleich Null ist und 

b) die Vektorsumme der Momente aller Kräfte bezüglich eines beliebigen Punktes gleich 
Null ist. 

Die Bedingung (a) ist dann erfüllt, wenn das Gewicht der Stange durch ihre Aufhängung 
im Punkt O kompensiert ist. Die Bedingung (b) wird dann erfüllt, wenn der Schwer- 
punkt, der Angriffspunkt des Körpergewichts, auf einer durch den Aufhängepunkt 
gehenden Vertikalen liegt. Dann ist nämlich auch die Vektorsumme der Momente aller 
Kräfte (des Gewichts der Stange und des Widerstands der Befestigung), z. B. bezogen 
auf den Aufhängepunkt O, gleich Null. Wenn wir die Schwerpunktkoordinaten in 
einem Koordinatensystem, das aus den Schenkeln der Stange gebildet wird, mit den 
Symbolen x, und y, bezeichnen, finden wir 


Ks 
’ 
a—ys 


tano = 


es gilt aber die Proportion 


AS:SB=b:a 
und ferner 
ASsinp:SBsinp=b:a 
oder auch 


Xs: (Z - x) =b:a, 
woraus folgt 
b? 
x%= Zar" 
Völlig analog können wir schreiben 


AScosp:SBcosp=b:a 


oder 
a 
—— ys=b:n, 
| ) »s) Vs Q 
woraus wir finden 
a? 
»Tya+h' 
Es hat sich somit ergeben 
b? 
2(a+b) b? 
=; a? a? + 2ab z 


 2la+b 
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also ist der Winkel 
o=7T’10%. 


Berechnen Sie das Trägheitsmoment einer homogenen Stange der Länge ! und der 
Masse m bezüglich einer senkrecht zu ihr stehenden Achse, die a) durch den Endpunkt 
der Stange und b) durch ihren Mittelpunkt geht. 


Lösung 


a) Für das Trägheitsmoment der Stange bezüglich der Achse O (Bild 39) können wir 
schreiben | 


m m [x?Y 1 
= [# im [ei-7 7) = — mi’; 
7, ı|3\, 3 


b) entsprechend dem STEINERschen Satz 


1 
J=J 5 + 24 ml? 
(J, Trägheitsmoment der Stange, bezogen auf die Schwerpunktachse) kann J, durch die 
folgende Beziehung ausgedrückt werden: 
1 1 


l, .=.63; 1 
Ele Rem ET 


Bild 39 Bild 40 


Bestimmen Sie das Trägheitsmoment einer homogenen kreisförmigen Platte der Masse 
m = 2kg und des Radius r = 0,1 m in bezug auf eine senkrecht zur Plattenebene ge- 
richtete Mittelpunktsachse. 


Lösung 


Wenn wir als Massenelement dm ein kreisringförmiges Element der Platte mit der 
Breite dx wählen, dann kann wie in Bild 40 für das Trägheitsmoment geschrieben 
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werden: 


r r 
m 2m 
J= | x®dm= 2 inxdx = |#dr - 
cr r 
0 0 


2 ar 1 1 
-= 5) z m = «2 kg: 10°? m? = 0,01 kgm?. 
A uber er 


A 


61. Bestimmen Sie die Trägheitsmomente eines homogenen Prismas der Masse m in bezug 
auf die drei senkrecht auf den Flächen stehenden Mittelpunktsachsen. Die Kanten- 
längen seien a, b, c. 


Lösung 


Gemäß dem in Bild 41 dargestellten Bezugssystem und den dort verwendeten Bezeich- 
nungen ergibt sich das Trägheitsmoment bezüglich der x-Achse durch die Beziehung 


c b c b 
+7'17 2 72 
= [u »dm=5.| [0 + +2z2)dydz =4 | [+90 - 
RER 00 
2 "2 


c 


2 
m b° _  z’:b m |[b°’c. _ be? 1 5 5 


da das Massenelement dın = (m/abc) ady dz und u? = y? + z? ist. Es ist offenkundig, 
daß wir für die Trägheitsmomente des Prismas bezüglich der y- und z-Achsen ganz 
analoge Beziehungen erhalten in der Form 


1 1 
es 2 2\. 2 (n2 2), 
J, 177 m(a +c%); J 7, m(a -+ b?), 


Bild 41 2 Bild 42 
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Bestimmen Sie das Trägheitsmoment einer homogenen quadratischen Platte mit der 
Masse m =2kg und der Seitenlänge a = 0,1 m bezüglich einer Achse O, die unter 
einem Winkel 9 = 45° durch den Plattenmittelpunkt geht, wobei die senkrecht zur Plat- 
tenebene gerichtete Achsenprojektion parallel zur Seite des Quadrats verläuft (Bild 42). 


Lösung 


Für das gesuchte Trägheitsmoment gilt 
J = Jsı cos? + Js2 cos? ß + Jss cos? y 


(Jsı» Js2, Js; Hauptträgheitsmomente, «, ß, » Winkel, die die Achse O mit den Haupt- 
trägheitsachsen einschließt). In unserem Beispiel sind dies die x-, y- und z-Achse. Aus 
Bild 42 und der Aufgabenstellung geht hervor, daß p = 45°, = 90° und y = 45° 
beträgt. Wir berechnen zunächst die Hauptträgheitsmomente Js}, Js2; Js;. Offenbar 
gilt für sie 


PR 
2 
37,8 1 
Jsı = Js2 = »im- 5 [ad - "7 ? = — ma? 
a al3)j-z 21 
-4 
Für Jg, gilt 
"344 23 
4 
I = [rPdim= | je+n5u0-7[ x? + y?)dxdy = 
a a 0 0) 
ZZ 
@ 
2 3 2 3 3 
Am a ay Am [a’y ae 1 
m 7 — — — d = — | — —__|2 — __ 2 
IE ) a + |; Er 
0 


. Für das gesamte Trägheitsmoment J erhalten wir dann 


1 2 1 ER. 1 2... 
Jam em Dr = 


1 
23 2 kg‘ 10°? m? = 0,0025 kg m“. 


Ein Schwungrad setzt sich unter der Einwirkung einer Kraft, deren Moment bezüglich 


der Drehachse den Wert M = 200 Nm hat, in Bewegung um eine feste Achse. Nach 
Ablauf der ersten Minute hat es eine Drehzahl von 120 U min"! erreicht. Wie groß ist 
das Trägheitsmoment des Schwungrades? 


Lösung 


Die Bewegungsgleichung eines rotierenden Körpers lautet M = Ja, so daß wir finden 


J-XZ. 
a 
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Da M konstant ist, ergibt sich auch für die Winkelbeschleunigung «& ein konstanter 
Wert, so daß wir schreiben können 


Nach Einsetzen der vorgegebenen Zahlenwerte erhalten wir das Trägheitsmoment des 
Schwungrades zu 


M Mt 200 Nm : 60 
J=— == u, = 955 kg m?. 


Eine homogene gerade Metallstange der Dichte ge = 8 gem”? und der Länge / = 0,3 m 
dreht sich mit einer Winkelgeschwindigkeit ® um eine feste Achse, die durch den Schwer- 
punkt geht und senkrecht zur Stange gerichtet ist. Welchen Höchstwert darf die Winkel- 
geschwindigkeit dieser Drehung annehmen, wenn die höchstzulässige Spannung, der 
wir die Stange in Längsrichtung aussetzen können, 600 kp cm”? beträgt? 


Lösung 


Die Gesamtkraft, die in Längsrichtung der Stange angreift, ist gleich der Summe der 
Zentrifugalkräfte, mit denen die entfernteren Gebiete der Stange auf jene wirken, die 
sich näher an der Rotationsachse befinden. Der Anteil der Stangenelemente an der Ge- 
samtkraft (Bild 43) beträgt dann 


dF = xw? dm = 0Aw?x dx, 


wenn wir den Querschnitt der Stange mit A bezeich- 
nen. Die wirkende Gesamtkraft wird dann wie folgt ge- 
mnden: Bild 43 


= 
F= Aa” | xx = 0Aw? >|? = 
) 


0 


0oAw?l? | 
De 


Die höchstzulässige Spannung beträgt 


= 600 kp cm, 


A| 


18 
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und damit ist 
0oAw?l? 
8 >) 


woraus für die gesuchte Winkelgeschwindigkeit resultiert 


A600 kpcm"? = 


8.600 kpcm-? _ 8 - 600 - 9,81 - 10* N m? = 
w= pe = 2 » 809 s"!. 


8-10? kgm”?-9-10-?m 
Wie groß muß die Winkelgeschwindigkeit ® um eine Achse y in einer in Bild 44 auf- 
gebauten Anordnung sein, damit der Auslenkungswinkel » der beiden Stangen von 
l! = 1m Länge einen Betrag von 45 °C annimmt? 


Lösung 


Bei der Lösung dieser Aufgabe stellen wir uns zweck- 
mäßigerweise auf den Standpunkt des mitrotierenden 
Bezugssystems. In diesem Bezugssystem befinden sich 
beide Stangen im Gleichgewichtszustand. Dann aber 
muß das Gesamtmoment der auf die Stangen wirken- 
den Kräfte, d. h. des Stangengewichts und der Zentri- 
fugalkräfte (z. B. in bezug auf einen Punkt 0), gleich 
Null sein. Für den Wert des Moments, das vom Ge- 
wicht der Stange herrührt, bezogen auf den Punkt 0, gilt Bild 44 


] 
M, = 87 sing. 


Den Wert des von den Zentrifugalkräften ausgeübten Moments berechnen wir wie folgt: 


Io 


Mı = [x0* dm 1005 9 = |Isin po» — di 1005 p = 
0 
0 


Io 
ö e > lo 1 
ud o2 sin © cos »[r d= 2 sin 9 cos - —= — mlw?sinpcosp. 
lo lo 3 jo 3 
1) 

Da die Momente der Gewichtskraft und der Zentrifugalkräfte in bezug auf einen Punkt 0 
(Bild 44) entgegengesetzt gerichtet sind, ist die Gleichgewichtsbedingung durch die Be- 
ziehung gegeben: 

lo 


1 
z sing = En mw? sin 9 cos. 


mg 


Für den Wert der bei vorgegebener Auslenkung erforderlichen Winkelgeschwindigkeit 
finden wir somit 


3g 3g./2 
swf _- ‚ey = 4,56 5-1, 
2 lo cos p 2lo Br 
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Ein zylindrischer Körper mit der Masse nm =10kg und dem e 
Radius r = 0,2 m dreht sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
® = r s-! um seine Längsachse. Berechnen Sie den Drehimpuls 
des Körpers in bezug auf einen beliebigen Punkt der Drehachse 
(Bild 45). 


Lösung 


Für den Drehimpuls eines Körpers in bezug auf einen Punkt 0 auf | er d45 
seiner Drehachse können wir schreiben 


— 
L= [x Ddm. 


Die beiden symmetrisch angeordneten Massenelemente dn und dm’ tragen zum Ge- 
samtdrehimpuls nur durch diejenigen Komponenten ihrer Drehimpulse bei, die in 
Richtung der Drehachse zeigen, denn die senkrecht zur Drehachse weisenden Kompo- 
nenten ergeben zusammen den Wert Null. Da 7 senkrecht zu Ö gerichtet ist (/ LD), 
gilt für den Drehimpuls, der offensichtlich in die Richtung der Drehachse fällt, 


L= | rosinpam= | xvdm= | odm=u | x dm = Jo, 
denn 
rsmo=x%, v=xuw, 


Da sich das Trägheitsmoment des Zylinders bezüglich seiner Längsachse zu J =!/2mr? 
ergibt, gilt dann für den Drehimpuls 


1 1 
LE=Juo= En mr?:o = zZ 10 kg: 0,04m? rs! = 0,628 kg m? s. 


Eine hölzerne Stange der Länge /! = 0,4m und der Masse m = 1 kg kann sich um eine 
zur Stange senkrechte Mittelpunktsachse drehen. Das Ende der Stange wird von einem 
Geschoß der Masse m, = 0,01 kg mit der Geschwindigkeit v, = 200 ms"! getroffen, 
das sich senkrecht zur Achse und zur Stange bewegt (Bild 46). Ermitteln Sie die Win- 


. kelgeschwindigkeit, mit der sich die Stange zu'drehen beginnt, wenn [das Geschoß in 


ihr steckenbleibt. 


Lösung 


Hierbei wenden wir das Gesetz von der Erhaltung des Drehimpulses für ein 
abgeschlossenes System an, das in diesem Falle von Stange und Geschoß 
zusammen gebildet wird. Bevor das Geschoß die Stange trifft, ist der Ge- 
samtdrehimpuls des Systems in bezug auf den Stangenmittelpunkt aus- 
schließlich durch den auf ihn bezogenen Drehimpuls des anfliegenden 
Geschosses gegeben: Bild 46 


I 
Lı = m,dlı 2° 
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Der Drehimpuls der Stange, die sich mit einer Winkelgeschwindigkeit » um ihre Mittel- 
punktsachse dreht, hat — bezogen auf diesen Stangenmittelpunkt - eine in die Stangen- 
achse fallende Richtung und dabei folgenden Wert: 


L, = [ wim= | udm=o | »dm=ay, 


wobei J das Trägheitsmoment der Stange in bezug auf die Drehachse ist. Aus dem 
Gesetz von der Erhaltung des Drehimpulses für ein abgeschlossenes System ergibt sich 
dann für unser Beispiel die Gleichung 


DE 
m,Vı EEE m Pd» 


wobei v die Geschwindigkeit ist, mit der sich das Geschoß zusammen mit der Stange 
unmittelbar nach dem Steckenbleiben weiterbewegt. Aus v = !/, lvo und J = !/ı2 mi? 
ergibt sich 


I 1 1 
mıdı nn ml’o + 7 m,lP’o. 
Für die gesuchte Winkelgeschwindigkeit ® erhalten wir schließlich 


mil _ 0,01 kg - 200 ms-!-0,4m 


Berechnen Sie den Inhalt an kinetischer Energie der Rotation einer Hohlkugel mit 
dem Außendurchmesser dı = 0,2m, dem Innendurchmesser d,; = 0,18 m und der 
Masse m = 0,25 kg, die sich mit der Tourenzahl rn = 1500 U min“! um ihren Durch- 
messer dreht. 


Lösung 


Für die kinetische Energie eines Körpers, der sich um eine feste Achse dreht, gilt be- 
kanntlich 


1 
Wı = 2 Jw?. 


Das Massenträgheitsmoment einer Vollkugel mit dem Radius r in bezug auf ihren 
Durchmesser ist durch die Beziehung 


gegeben, wobei m* die Masse der Vollkugel darstellt. Eine Hohlkugel kann als die 
Differenz zweier homogener Vollkugeln mit den Radien rı, rz und den Massen m, , m; 
angesehen werden. Für das Massenträgheitsmoment der Hohlkugel finden wir dann 


2 2 
Ja = 3 mir? = 7 mar2. 
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Es ist offenkundig, daß die Masse der Hohlkugel m = mı — m; ist. Die Massen mı 
und m, sowie die Radien r, und r, sind durch folgende Beziehungen miteinander ver- 
bunden: 

mı:M} = 7.70% 
oder 

mim = ri nd. 

mm = r}:(r} — r). 
Mit diesen Beziehungen erhalten wir für das Massenträgheitsmoment einer Hohlkugel 
in bezug auf ihren Durchmesser 


Für die kinetische Energie der rotierenden Hohlkugel finden wir dann 


‚„_ em non 
er a 5 n—r 
1500\? 
4- 3,102 (_— | 
| 3, (>) 10° — 9° 5 a 
== 5 0 gm = 18,6 - 10 erg = 18,6 Nm. 


69. Ein Schwungrad, das zusammen mit der Welle, auf der es sitzt, ein Trägheitsmoment 
von J = 200kgm? bezüglich seiner Drehachse hat, rotiert mit einer Drehzahl von 
180 U min-!. Unter dem Einfluß der in seinen Lagern wirkenden Reibung kommt es 
innerhalb von zwei Minuten nach dem Zeitpunkt, da äußere Kräfte zu wirken aufhören, 
zum Stehen. Wie groß ist das Moment der Reibungskräfte unter der Voraussetzung, daß 
es konstant ist? | 


Lösung 


Bei der Lösung dieser Aufgabe gehen wir von dem Lehrsatz aus, der besagt, daß die 
Arbeit der äußeren Kräfte bei der Drehung eines Körpers um einen bestimmten Winkel 
gleich der Zunahme seines Inhalts an kinetischer Energie ist, d. h. 


1 
= — Ju2 — — Jot. 


2 2 
Da die Reibungskräfte in ihrer Wirkung entgegengesetzt zur Bewegung gerichtet sind, 
finden wir 
W= —Mp 
(M gesuchtes Moment der Reibungskräfte, o Winkel, den der Körper bei seiner Dre- 
hung in den angegebenen zwei Minuten beschreibt, ehe er zum Stillstand kommt). 


6 Hajko, Mechanik 
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Wenn wir weiterhin die Größe der Winkelgeschwindigkeit in dem Augenblick, da die 
äußeren Kräfte zu wirken aufhören, mit w, bezeichnen, ergibt sich 


1 


so daß für das gesuchte Moment der Reibungskräfte folgt 


=, 
und damit 
1 oo 1 
9 = Wolo eh Sb, ar y Bobo 
Für M können wir dann mit io = 2 min weiter schreiben: 
180 
200 kg m? - 2 - 3,14 —— 
Je _ Jo _ I2rmo _ en 605 
21 et 120 s u 
— ®olo 
2 
= 31,4 Nm 


Eine Stange der Masse m'= 2kg und der Länge / = Im ist auf einer horizontalen 
Achse gelagert, die durch den Endpunkt der Stange verläuft. Mit welcher Geschwindig- 
keit bewegt sich der andere Endpunkt der Stange durch seine tiefste Stellung, wenn wir 
die Stange aus der Höchstlage fallen lassen (Bild 47)? Mit welcher 
Kraft wird die die Stange tragende Achse im Moment des Durch- . 
laufens der tiefsten Stellung beansprucht? 


Lösung 


Wir wenden hierbei das Gesetz von der Erhaltung der mecha- 
nischen Energie an. Wenn wir die potentielle Energie der Stange 
hinsichtlich einer durch die Drehachse verlaufenden horizontalen 
Ebene betrachten, können wir für die potentielle Energie der 
Stange in ihrer Höchstlage wie folgt schreiben: 


[4 


mg mg |[x? 
l l 
0 


1 
W,= lexdm = — |xdı= 5 = — mgl, 
" 2 


1. 
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während wir für die unterste Lage finden 
W.,=- I mgl 
p — 2 St. 


Entsprechend dem Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie muß die Summe 
der Gesamtenergie in beiden Extremlagen die gleiche sein, so daß wir schreiben können 


] 1 1 
z mel = — —mgl+ — Jof, 


d.h. 


1 
mgl = > Jo?. 


. v 1 : 
Da weiter » = 7 und J = = mi? ist, ergibt sich 


1 1 v 
I=— .: — mi? — 
mg 5 z mi 72° 


so daß schließlich gefunden wird 
v=./6glx 7,1mstt. 


Die Kraft, mit der die Drehachse beim Durchlaufen der tiefsten Lage belastet wird, ist 
durch die Summe von Stangengewicht und Zentrifugalkraft gegeben. Für letztere gilt 


I 


m m 231 1 
Fo = | ya? dm - za (yo z\ = 7 mio? — 
0 
1 v? 1 m 
> 72 27 621 = 3 mg. 
Damit kann die Gesamtkraft, durch welche die Achse belastet wird, wie folgt beschrieben 
werden: 


F=mg + Fo = mg + 3mg = 
= 4mg =4:2kg:9,81ms"?=785N. 


Ein auf einer Welle sitzendes Rad hat, auf seine Dreh- 
achse bezogen, ein Trägheitsmoment J. In Bild 48 wurde um 
die Welle ein Seil gewunden, an dem ein Körper K hängt. 
Der Radius der Welle sei r. Unter dem Einfluß der Erdan- 
ziehung setzt sich der Körper nach unten in Bewegung. Wie 
groß ist der Weg, um den der Körper in der Zeit 1, absinkt? Bild 48 
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Lösung 


Für die Lösung dieser Aufgabe wenden wir wiederum das Gesetz von der Erhaltung der 
mechanischen Energie an, das für einen beliebig herausgegriffenen Moment der Be- 
wegung des Körpers folgenden Ausdruck hat: 


1 1 
mgh = zZ Jo? + = mv?, 


da die Abnahme der potentiellen Energie des Körpers sowohl für den Zuwachs an 
kinetischer Energie des Körpers (!/z mv?) als auch für den Zuwachs an kinetischer 
Energie der Rotation (!/, Jo?) zuständig ist. 

Da v = ro ist, kann die obige Gleichung in eine neue Form gebracht werden: 


v2 /J 
mg --(s+m). 


Wir leiten diese Gleichung nach der Zeit ab und erhalten 

dh dv /J 

ar v 77 (3 + m), 
Da die Ableitung der Höhe nach der Zeit dh/dt = v ist, bekommen wir für die Be- 
schleunigung a = dv/dt des Körpers die Beziehung 


mg 


J 
nt 


Wie ersichtlich, ist die Beschleunigung konstant, die Bewegung des Körpers wird also 
eine geradlinige, gleichförmig beschleunigte sein. Für den Weg, um den der Körper 
während der Zeit t, herabsinkt, wird also gefunden 


h= — at. 
0) 2 0 


Eine homogene Kugel der Masse m und des Radius r rollt unter dem Einfluß ihres 
Eigengewichts auf einer schiefen Ebene, die mit der horizontalen Ebene den Winkel 9 
einschließt. Welche Geschwindigkeit hat der Schwerpunkt der Kugel nach Durchlaufen 
der Strecke s, und in welcher Beziehung steht diese Geschwindigkeit zu jener, die der 
Schwerpunkt der Kugel im Falle einer reibungslos verlaufenden reinen Rutschbewegung 
auf der gleichen schiefen Ebene haben würde? 


Lösung 


Entsprechend dem Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie muß die kineti- 
sche Gesamtenergie der Kugel in jedem beliebigen Moment ihrer Bewegung gleich dem 
seit Bewegungsbeginn eingetretenen Verlust an potentieller Energie sein (Bild 49). Es 
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gilt also 
mgh = 2 mv? en 1 Jw? 


denn die resultierende Bewegung der Kugel kann als Summe der translativen Bewegung 
und der Rotation um die durch den Kugelschwerpunkt gehende Achse angesehen 
werden. 


Da das Trägheitsmoment der Kugel in bezug auf ihren 
Durchmesser mit J = ?/,; mr? angegeben wird und da 
o=v/rundh=ssine ist, kann die obige Gleichung 
auf die Form 


1 1 2 v? 
mgh = — mu + De, 


Bild 49 


gebracht werden, woraus sich weiterhin ergibt 


2 si 
— 0? = gssin p, 
10 


h. 
v= Ri ssin © 
| = 78 P. 


Bei einer reinen, reibungslosen Rutschbewegung würde die Drehung der Kugel weg- 
fallen, so daß für die Energie gälte 


d. 


= mv*? = mgs sin p 


und für die Geschwindigkeit folgte 


vr = ./28ssine. 


Der Zusammenhang zwischen den beiden Geschwindigkeiten v und v* ist dann gegeben 


durch 
5 
= JE vr 0,84 v*. 


Ein homogener Kreiszylinder mit der Masse m und dem 
Radius r rollt unter Ausschaltung jeglicher Rutschbewegung 
infolge seines Eigengewichts auf einer schiefen Ebene, die 
mit der horizontalen Ebene den Winkel g einschließt (Bild 50). 
Ermitteln Sie die Beschleunigung a, des Zylinderschwer- 
punkts und die Geschwindigkeit v, des Schwerpunkts nach 
Durchlaufen der Strecke s für den Fall, daß der Zylinder sich 
zur Zeit t = 0 in Ruhe befand. 
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Lösung 


Auf den Zylinder wirken die folgenden Kräfte: das Eigengewicht mg, der Widerstand 
der schiefen Ebene F,, der ebenso groß ist wie die Normalkraft, mit der der Zylinder 
auf die schiefe Ebene drückt, und die Reibung F, auf der Berührungslinie von Zylinder 
und schiefer Ebene. Die Bewegung des Zylinders kann als Bewegung des Schwerpunkts S 
und Rotation um die Symmetrieachse angesehen werden. Dann nimmt die Bewegungs- 
gleichung des Zylinders die folgende Form an: 


EL, = me sin FR: 
d’y, | 
= mg cosp — Fn; 
do 
Js — = Fır, 
N di R 


wenn wir die Schwerpunktskoordinaten der Walze mit x, und y, bezeichnet haben. 
Es wird ersichtlich, daß in jedem Augenblick d?y;/dr? = 0 gelten muß, so daß wir 
finden 

mg cosp — Fn =0 
oder 

Fn = mg cos o. 


Da sich der Zylinder ohne Rutschen bewegt, ergibt sich für seine Schwerpunkts- 
geschwindigkeit in jedem Moment 


N ‘= mw 
N u re . 
dt 


Für die Beschleunigung des Schwerpunkts erhalten wir dann 


Beim Einsetzen dieses Ausdrucks in die erste Gleichung für die allgemeine Bewegung 
des Zylinders erhalten wir 


do , r 
mr — = m?sın = 5 
dr 14 7 R 


Wenn wir die Reibung F, mittels der dritten Bewegungsgleichung ausdrücken, finden 
wir nach der Umformung 


EA = mgr sin 
I) 4 p. 
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Da Js = !/2 mr? ist, ergibt sich weiter 


3 ,„ do . 

zZ mr Fra mgr sin 9, 
woraus für 

142) 

as=r Er 
folgt: 

as = des —— en 

d/ 3 


Für die gesuchte Geschwindigkeit können wir schreiben vs = ast, und wegen s = !/2 ast, 
also t = ,/2s/a, finden wir die Schwerpunktsgeschwindigkeit vs zu 


25 4 si 
= | = 2ass = Hess 2 ® ar 
S 


3 


74. Eine homogene kreisförmige Platte mit der Masse m = 2 kgund dem Radius r = 0,10m 
schwingt als physikalisches Pendel um eine horizontale Achse, die durch den Scheiben- 
umfang verläuft. Ermitteln Sie die Periodendauer dieses physikalischen Pendels sowie 
seine reduzierte Pendellänge. | 


Lösung 
Für die Periodendauer eines physikalischen Pendels gilt 


J 
UNE 
mgr 


Nach dem Satz von STEINER ergibt sich das Trägheitsmoment der Platte, bezogen auf die 
Drehachse, zu 


1 3 
= m? +- m? = 7; mr?, 


Für die Periodendauer 7' erhalten wir dann 


3 


— mr? — 
2 | 37 3-0,10m 
Ten.) een) Ed fe ei: 
- mgr a = an) Ssimsı 


Für die reduzierte Pendellänge dieses physikalischen Pendels finden wir 
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75. Gegeben ist eine gerade homogene Stange der Länge /= 1m. Bestimmen Sie den- 


76. Ein homogener prismatischer Körper der 


jenigen Abstand vom Stangenmittelpunkt, in dem die Stange aufzuhängen ist, damit sie 
als physikalisches Pendel mit minimaler Periode schwingt. 


Lösung 
Die Periodendauer des physikalischen Pendels ist j 
I ö 
T=2r | — 
MEX . 


Durch Anwenden des Satzes von STEINER können wir das Trägheitsmoment E 
der Stange in bezug auf die Pendelachse (Bild 51) bestimmen zu Bild 51 


1 
J 12 mi“ + mx 


Damit nun die Periodendauer des physikalischen Pendels ein Minimum ist, muß der 
Ausdruck 


MEX MEX 8x 


ebenfalls ein Minimum sein. Das ist der Fall bei 


. 1 
p) 2 2 2 2 
EX (5 +x 


dy 
= —m2[2e[-..2.-(, 
dx 2°%x° 
Diese Bedingung ist erfüllt für 
l im 
= —— = —— = (,29 
aa 


Dieses Resultat entspricht der minimalen Periodendauer. Wir können uns von seiner 
Richtigkeit überzeugen, indem wir für das berechnete y die zweite Ableitung bilden. Das 
wird aber auch direkt aus der Formel für die Periodendauer des physikalischen Pendels 
deutlich, da 7 > oo für den Fallx — 0 gilt. 


1 N 
Masse m = 10 kg mit den Abmessungen muln. 


a=0,2m, b=0,05m, c = 1m drehtsich um 
eine mechanische Achse (Bild 52), die in Rich- 
tung der Körperdiagonale fällt, mit einer 
Winkelgeschwindigkeit = 2rs-!. Die Ro- 
tationsachse ist in Lagern gehaltert, die einen 
Abstand /= 0,5mhaben. 

Bestimmen Sie das Trägheitsmoment des 
Körpers in bezug auf seine Rotationsachse sowie die Druckkräfte, die als Folge der 
Zentrifugalkräfte auf die Lager wirken. 
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Lösung 


Für das Trägheitsmoment gilt 
J = Jsı cos? a + Js2 cos? ß + Jss cos? v 


(Jsı, Js2, Jss Hauptträgheitsmomente). 
Die Hauptträgheitsachsen fallen in Richtung der x- bzw. y- bzw. z-Achse. Aus Bild 52 
geht hervor, daß für die Winkel gilt 


a b 
m cos B = ——, 
Ja +b®+c Ja +b2+c? 
164 
Erg 


Aus dem bereits berechneten Beispiel 61 wissen wir, daß für die Trägheitsmomente be- 
züglich. der Achsen gilt 


cosa = 


cosy = 


ER, 2 2 _ 1 2 2 _ 1 2 2 
Jı=7m6b ++ c°), Js2 = m(a + c°), Jss = 7. m(a + b*). 


Unter Einbeziehung dieser Formeln können wir schreiben: 


te + b*(a? + c?) c?(a? + B?) _ 
2 a +b? +c? a? +b?-+.c? +52 +2 | 
1 212 222 2n2 
u I a 0, 0,0167 kg m?. 


6 a +b+c 


Die Druckkraft F, die, hervorgerufen durch die Zentrifugalkräfte, auf jedes Lager wirkt, 
ist eine Funktion des Moments der Zentrifugalkräfte in bezug auf einen Punkt auf der 
Drehachse gemäß 


FlI=M. 


Das Moment der Zentrifugalkräfte ist durch 


> 


M = Vu: 


— 
gegeben, wobei U das Auslenkungsmoment der Platte in bezug auf die Rotationsachse 
ist, für das die Beziehung gilt 


U=(TxÖ)xd, 


in der ö der Einheitsvektor in Richtung der Rotationsachse ist. 
Da weiter gilt 


—> >> 
Ts zZ. Jsı ü Fr Js2 J] Eu Js3 kk, 
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sowie auch 
ö=cospi +cosßj-+ cosyk, 


finden wir 


— > 
Tsö = Jsı cospi + Js2cosßj + Jss cosyk. 


— 
Für das Auslenkungsmoment U kann also geschrieben werden 


> 


— — 2 j J K 
U=(TxÖ)xÖ5= |Jsıcosp Jsacosß Jsscosy| = 
cos 9 cos ß cos y 


= i(Js2 cos Pcosy — Jss cos B cos y) — J(Isı cosPcosy — 
— Js3 cC0OSPcosY) + Ks cos cosß — Js2 cos pcosf) = 
= UJsa— Js3) cos ßcosy — j(Isı — Js3) COSPcosy + kJsı — Js.) cospcosß = 


m 


Eos 2 _A2\7 > 2 _22 > 
er re ele — BP) TH aclat — e*)j + ab(b* — a?) kl. 


Für den absoluten Wert des Auslenkungsmoments erhalten wir damit 


m Sen leg fa En ea Lu en 
U= Raersıs N, b?c?(c? — b?)? + a?c?(a? — c?)? + a?b?!(b? — a?) = 


10 kg 
m mm ne Fe 4 *“_0011k 2 
VER 


\ 


Der Wert des von den Zentrifugalkräften ausgeübten Moments ist dann 
M = Uw? = 0,011 kgm? - Ar? s"? = 0,4343 kg m? s? = 0,4343 Nm. 


Für die Druckkraft in den Lagern erhalten wir 


A Aufgaben 

61. Vier Massenpunkte mit den Massen Metern angegeben sind. Berechnen Sie 
mı = 0,002 kg, m» = 0,005 kg, m; = die Lage des Schwerpunkts in diesem 
—=0,010kg, ma = 0,007kg sind in Massenpunktsystem. 
einem Raum derart angeordnet, daß 62. Ermitteln Sie die Lage des Schwerpunk- 
sie die Lagen Aı (0,03; 0,04; 0,05), tes für ein Gebilde, das Bild 53 zeigt. 
Az (—0,02; —0,03; —0,04), As (—0,04; Man kann es sich dadurch entstanden 
0,02; 0,07), Aa (0,01; —0,04; —0,06) denken, daß aus einem Rechteck mit 


einnehmen, wobei alle Koordinaten in den Seiten a und 5 an einer der beiden 
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Seiten ein Halbkreis mit dem Radius 
r = b/2 herausgeschnitten und an die 
andere Seite des Rechtecks angefügt 
wurde. 


Bild 53 


Bild 54 


63. 


65. 


66. 


Ermitteln Sie die Lage des Schwer- 
punktes für ein Gebilde, das entsteht, 
wenn wir aus einem Quadrat mit einer 
Seitenläinge a ein Dreieck heraus- 
schneiden (Bild 54). 


. Bestimmen Sie die Schwerpunktslage 


eines Drahtes, der in Gestalt eines 
Viertelkreises mit dem Radius r=0,1m 
gebogen ist. 


Ermitteln Sie die Schwerpunktslage 
einer homogenen Halbkugel mit dem 
Radius r. 

Zwei freie Massenpunkte A und 2 mit 
den Massen m, und m, führen eine 
gleichförmige Bewegung aus. Zur Zeit 
t = 0 beträgt der gegenseitige Abstand 
beider Punkte AB = d, die Geschwin- 
digkeit v2 des Punktes B verläuft in 
Richtung der Verbindungslinie zwi- 
schen A und B, die Geschwindigkeit v, 
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des Massenpunktes A ist dagegen senk- 
recht zur Verbindungslinie gerichtet 
(Bild 55). Bestimmen Sie Bahngleichung 
und Geschwindigkeit für den Schwer- 
punkt des Massenpunktsystems. 


Bild 55 


67. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit, mit 


68. 


69. 


der sich ein auf vollkommen glatter Eis- 
fläche stehender Schütze in Bewegung 
setzt, nachdem er einen horizontalen 
Schuß abgefeuert hat. Die Masse von 
Schütze, Ausrüstung und Gewehr zu- 
sammen sei mı = 70kg, die des Ge- 
schosses m, = 0,010 kg, die Mündungs- 
geschwindigkeit des Geschosses sei 
vo = 700 ms!. 

Ein mit Sand beladener Wagen der 
Masse m, = 100 kg führt auf horizon- 
taler Ebene eine geradlinige Bewegung 
mit der konstanten Geschwindigkeit 
vı = 1ms’-! aus. Aus entgegengesetz- 
ter Richtung kommend, fliegt auf den 
Wagen eine Kugel der Masse m; =2kg 
mit einer Geschwindigkeit v. =70ms-! 
und bleibt in der Sandladung des Wa- 
gens stecken. Beide Geschwindigkeits- 
angaben beziehen sich auf die Straße. 
Bestimmen Sie, nach welcher Seite und 
mit welcher Geschwindigkeit sich Wa- 
gen und Kugel nach dem Einschlag 
weiterbewegen. 

Mit welcher Kraft wird eine Rakete vor- 
wärtsgetrieben, aus der in jeder Sekunde 
Gase mit einer Masse von 100kg bei 
einer relativen Ausströmgeschwindig- 
keit v, = 3000ms* ausgestoßen werden. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 
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Bestimmen Sie das Trägheitsmoment 
einer homogenen Kreisscheibe in bezug 
auf eine in die Richtung des Durch- 
messers fallende Achse. 

Bestimmen Sie das Trägheitsmoment 
einer homogenen Scheibe von der Form 
eines gleichschenkligen Dreiecks mit 
den Schenkeln der Länge b und der 
Basis 2a in bezug auf eine Achse, die auf 
der Basis senkrecht steht und durch den 
gegenüberliegenden Scheitelpunkt geht. 
Die Massa der dreieckigen Scheibe sei m. 
Bestimmen Sie das Trägheitsmoment 
einer homogenen Vollkugel (Masse m, 
Radius r) in bezug auf eine durch den 
Kugelmittelpunkt verlaufende Achse. 


Bestimmen Sie das Trägheitsmoment 


einer homogenen Scheibe von der Ge- 
stalt eines Quadrats mit einer Seiten- 
länge a = 0,1m und der Masse m = 
= ?2kg in bezug auf eine Achse, die 
seine Diagonale ist. | 

Am Rande einer homogenen Halbkugel 
mit dem Gewicht G = 100N, die in 
Bild 56 auf einer horizontalen Ebene 
liegt, ist ein Körper vom Gewicht 
O=50N befestigt. Welcher Auslenk- 
winkel @ stellt sich im Gleichgewichts- 
fall ein? 


Bild 56 


Auf einer schiefen Ebene, die unter dem 
Winkel @ = 10° gegen die Horizontale 
geneigt ist, steht ein Kreiszylinder mit 
einem Radius r = 0,05 m. Wie groß 
darf die Höhe des Zylinders maximal 
sein, damit er nicht umkippt? 


76. An eine Wand ist eine Leiter gelehnt. 


Der Reibungskoeffizient der Leiter be- 
züglich der Wand ist #ı = 0,4, der 
Reibungskoeffizient der Leiter, bezogen 
auf die waagerechte Unterlage u> =0,5. 
Wie groß kann der minimale Winkel 
sein, den die Leiter mit dem waage- 
rechten Fußboden einschließt, damit 
diese noch nicht wegrutscht, wenn wir 
voraussetzen, daß sich der Schwerpunkt 
der Leiter in ihrem Mittelpunkt be- 
"findet? 


71. Eine homogene kreisförmige Scheibe 


(Radius r = 0,3 m, Masse m = 60 kg) 
wird bei ihrer Drehbewegung um eine 
zur Scheibenebene senkrecht gerichtete 
und durch den Scheibenmittelpunkt 
verlaufende Achse der Einwirkung 
äußerer Kräfte ausgesetzt, deren Mo- 
‚ment eine konstante Komponente in 
Richtung der Drehachse mit einem 
Wert M = 0,01 kpm hat. Berechnen Sie 
die Winkelbeschleunigung der Dreh- 
bewegung der Scheibe sowie die Arbeit, 
die die äußeren Kräfte während der 
ersten drei Minutender Scheibendrehung 
verrichten, wenn die Scheibe in der Zeit 
t=0 in Ruhe war. 


178. Berechnen Sie bei einer Vorrichtung 


(Bild 57) die Winkelgeschwindigkeit der 
Drehbewegung, bei der die Abweichung 
der Stange mit einer Länge od = 1m 


Bild-57 


von der senkrechten Richtung @ = 30° 
beträgt, wenn die Länge 2 = 1m ist. 


79. 


80. 


8. 


82. 
 förmigen Reifens mit einer 


1.3. Dynamik des Systems von Massenpunkten und des starren Körpers 


Berechnen Sie die kinetische Energie 
eines zylindrischen Körpers mit 
einem Radius r = 0,08 m und einer 
Mass m=1,5kg zur Zeit t=5s, 
wenn sich dieser Körper um seine 
Längsachse mit einer konstanten Win- 
kelbeschleunigung & = r/8s"? dreht 
und wenn sich der Körper in der Zeit 
t=0 in Ruhe befand. 

Mit welcher konstanten Winkelge- 
schwindigkeit dreht sich eine homogene 
Vollkugel (Mase m =5Skg, Radius 
r=0,1m) um ihren Durchmesser, 
wenn ihre Bewegungsenergie W, = 
= 0,01 kpm beträgt? 

Eine Stange mit einer Länge / = 1 mist 
so befestigt, daß sie sich um eine durch 
den Endpunkt der Stange verlaufende 
Achse drehen kann (Bild 58). Welche 
Geschwindigkeit müssen wir dem freien 


Bild 58 


Endpunkt der Stange verleihen, da- 
mit er bei seiner Auslenkung von der 


Gleichgewichtslage die durch die Dreh- 


achse verlaufende waagerechte Ebene 
erreicht? 

Ein Körper mit der Form eines kreis- 
Masse 
m = 10kg, einem Außendurchmesser 
d= 1m und einer vernachlässigbaren 
Dicke rollt ohne Rutschbewegung auf 
einer schiefen Ebene, die mit der waage- 
rechten Ebene den Winkel 9 = 30° ein- 
schließt. Ermitteln Sie, durch welche 
Geschwindigkeit der Schwerpunkt des 
Reifens nach dem Durchlaufen einer 
Bahn s = 5 m gekennzeichnet ist, wenn 


83. 


84. 


85. 


86. 


87. 
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am Anfangspunkt dieser Bahn die Ge- 
schwindigkeit des Reifens gleich Null 
war. 

Ein homogener Körper, der die Form 
eines kreisförmigen Zylinders hat, dreht 
sich um seine Längsachse. Wie groß ist 
der Wert des Moments der äußeren 
Kräfte bezüglich der Drehachse, wenn 
sich der Wert des Drehimpulses des 
Körpers bezüglich der Drehachse mit 
der Zeit ändert, und zwar so, daß er 
innerhalb von 5 Sekunden vom Null- 
wert auf den Wert ZL = 0,157 kg m? s-! 
anwächst? 

Ein Eiskunstläufer dreht sich um seine 
senkrechte Achse mit einer konstanten 
Frequenz fo = 2s"!, wobei sein Träg- 
heitsmoment bezüglich der Drehachse 
Jo =2kgm? beträgt. Um welchen 
Wert verringert sich die Winkelge- 
schwindigkeit der Drehbewegung, wenn 
er durch das Ausstrecken der Arme sein 
Trägheitsmoment bezüglich der Dreh- 
achse auf den Wert Jı = 2,1kgm? 
vergrößert? 

In welchem Mittelpunktsabstand müs- 
sen wir eine homogene kreisförmige 
Scheibe miteinem Radius r = 0,1m be- 
festigen, damitsieals physikalisches Pen- 
del mit einer minimalen Periodendauer 
schwingt? 

Eine Stange mit einer Länge !=1m 
schwingt als physikalisches Pendel um 
eine waagerechte Achse, die durch den 
Endpunkt der Stange verläuft. Ermit- 
teln Sie die reduzierte Länge dieses 
Pendels. 

Eine homogene kreisförmige Scheibe 
mit einer Masse m = 4. kg, einem Ra- 
dius r = 0,1 m und einer vernachlässig- 


| zZ | 
Bild 59 
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baren Dicke dreht sich mit der Winkel- 
geschwindigkeit ® =2rs"! um eine 
Achse, die durch den Mittelpunkt der 
Scheibe verläuft und mit der geometri- 
schen Achse der Scheibe den Winkel 
p = 30° einschließt (Bild 59). Die me- 


chanische Achse der Scheibe sei in La- 
gern angeordnet, die in einem Abstand 
/! = 0,5 m voneinander entfernt liegen. 
Berechnen Sie die durch die Zentrifugal- 
kräfte verursachten Druckkräfte, die 
auf die Lager wirken. 


1.4. Elastizität und Festigkeit 


Unter Spannung o versteht man den Quotienten aus einer Kraft F und der Fläche A, 
auf welche die Kraft wirkt, d.h. 


F 


we 
A 

Die Spannung o kann man zerlegen in eine Normalkomponente, die in einem ge- 
gebenen Punkt parallel zur Flächennormalen von A verläuft, und in eine Tangential- 
komponente, die im gegebenen Punkt in die Tangentialebene zu A fällt. Die Normal- 
spannung bezeichnen wir als Zug oder Druck, je nachdem, wie die wirkende Normal- 
spannung bezüglich der Fläche, auf die sie wirkt, orientiert ist. 
Im Bereich der sog. vollkommenen Elastizität besteht ein Zusammenhang zwischen 
den herrschenden Kräften und den durch sie hervorgerufenen Deformationen, der 
durch das Hookesche Gesetz beschrieben wird. Es besagt folgendes: 
Die Deformation elastischer Körper ist den angreifenden Kräften proportional und 
umgekehrt. 
Im Falle, daß eine Zugdeformation an einer Stange oder einem Draht der ursprüng- 
lichen Länge /, vorliegt, kann das Hookesche Gesetz mathematisch durch die Be- 
ziehung 

o=Ee 


ausgedrückt werden (oc Normalspannung, &e = AllI, sog. relative Dehnung, E sog. 
Zugelastizitätsmodul, der eine Stoffkonstante ist). Ferner ist Al = ! — I, die Gesamt- 
verlängerung von Stab oder Draht bei der Deformation. Eine Verlängerung des 
Stabes wird von einer Verringerung seines Querschnitts begleitet. Für die relative 
Verkürzung seiner Querdimension 

do -a 


27 
do 


(a. Größe vor, a Größe nach der Deformation) gilt 
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u ist die Poıssonsche Konstante. 

Für die Druckdeformation eines Stabes gelten analoge Beziehungen. Hierbei treten 
aber andere Verformungen auf: Verkürzung der Länge und Vergrößerung der Quer- 
schnittsfläche. 

Wenn eine Schubbeanspruchung elastischer Körper vorliegt, wenn z.B. ein recht- 
winkliges Prisma mit den Kanten a, b und c an seiner Grundfläche mit den Kanten 
a und 5 befestigt ist und wenn an seiner oberen Begrenzungsfläche eine Tangential- 
spannung der Größe r angreift, kann man das Hookesche Gesetz durch die Beziehung 


t=(Gy 
ausdrücken, in der y die relative Verschiebung der oberen Begrenzungsfläche des 


Prismas hinsichtlich seiner (fixierten) Grundfläche und @ der sog. Schubmodul ist. 
Zwischen den Materialkonstanten E, G und u besteht der Zusammenhang 


= _#_. 
Mu +1) 
Wenn ein Stab der Länge / in horizontaler Stellung einseitig an einer festen Wand 
eingespannt ist und an seinem freien Ende mit einer vertikalen Kraft F belastet wird, 
gilt für die Abweichung A des freien Endes aus seiner ursprünglichen Lage 
_ FP 
3EI 


wobei / das sog. Flächenträgheitsmoment des Stabquerschnitts in bezug auf seine 
Biegeachse ist. | 

Wenn ein horizontal gelagerter Stab an beiden Enden gestützt ist und in der Mitte 
zwischen den beiden Unterstützungspunkten von einer vertikal gerichteten Kraft F 
belastet wird, weicht die Stabmitte aus ihrer ursprünglichen Stellung um den Betrag 


FI° 


ab. 
Wenn ein zylindrischer Stab mit der Länge / und dem Radius r an einer seiner 
beiden Grundflächen befestigt ist und an seinem freien Ende durch Kräfte belastet 
wird, deren Moment in bezug auf die geometrische Achse des Stabes den Wert M 
annimmt, dann gilt für den Drehwinkel @, um den sich der Stab verdreht, die Be- 
ziehung 

_ 2/M 


nGrt ' 
Da der Schubmodul G auch bei einer Verdrehung wirksam ist, wird er auch als 
Torsionsmodul bezeichnet. 
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Beispiele 


Ein Draht der ursprünglichen Länge /o = 10 m ist an einem Ende befestigt und wird an 
seinem anderen durch eine Kraft F = 200N in Längsrichtung gespannt, wobei er eine 
Längenänderung um den Betrag 4] = 0,4 cm erfährt. Ermitteln Sie den ursprünglichen 
Durchmesser des Drahtes sowie seine Änderung bei der Streckung, wenn der Elastizitäts- 
modul des Drahtes E = 2 - 10° N mm? und sein Schubmodul G = 0,75 : 10° N mm? 
beträgt. 


Lösung 


Entsprechend dem Hookeschen Gesetz ist der Zusammenhang zwischen relativer Ver- 
längerung und Spannung durch die Beziehung 


F _4 
=. dh De 
du Far 


gegeben, so daß wir finden 


Fl, 
AIE 


Ben ARE 
A=ın = 


Für den gesuchten Durchmesser ergibt sich dann 


FI, 200 N - 1000 cm 
d=2 -2 | ee ie 
= nAlE r-0,4cm-2:10 Nmm?2 -—— 


Die relative Verringerung des Durchmessers hängt mit der relativen Verlängerung gemäß 
der Beziehung 


Ad 1 


1 re u ee > 


do u 


zusammen, wobei u die Poıssonsche Konstante ist, die mit EZ und G gemäß der Be- 
ziehung 


a E 
u +1) 
verknüpft ist. Daraus folgt: 
u 2G _ 20,75: 10°’ N mm? 23 
TEE RI Nmm: 
Es ist also 
Ad E 
n = — = —, 
0 3 


78. 
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Damit ergibt sich die Durchmesserverringerung zu 


1 1 0,4 
Sn = 2,37 - 10° 
Ad 3 edo = > 1000 —— 0,178 cm. cm. 


Wie groß ist die Verlängerung eines Stabes der Länge / und der Querschnittsfläche 4 
unter dem Einfluß seines Eigengewichts, wenn er an einem Ende befestigt ist und wenn 
seine Dichte o und sein Elastizitätsmodul Z gegeben sind? 


Lösung 
In Bild 60 wird jedes Stabelement dx durch das Gewicht des unter ihm hän- 


genden Stabteils gespannt. Für die Verlängerung des Stabelements dx gilt 
dann 


Die Gesamtverlängerung ist durch die Summe d der Verlängerungen aller einzelnen Stab- 
elemente gegeben, so daß wir finden 


gl 
-£ [zu E3 


Wie groß ist die Volumenänderung eines prismatischen Eisenstabes mit den ursprüng- 
lichen Maßen ao = Im, bo = co = 0,1 m, wenn der Stab in seiner Längsrichtung mit 
einer Zugspannung o = 100 N mm? belastet wird? Der Elastizitätsmodul des Eisens, 
aus dem der Stab gefertigt wurde, ist E=2-10°’N mm? und sein Schubmodul 
G = 0,75 : 10° N mm °?. 


Lösung 


Das ursprüngliche Stabvolumen ist 
Vo = GoboCo.- 


Die einzelnen Abmessungen ändern sich durch die Belastung wie folgt: 


ae: +2): b=c=-b (1-5). 


Für das Volumen finden wir also nach der Deformation 


Peribesselhei) ae let 
BROT BEN IOTEL TEE BEE 


I 


et 20 Br ı+ Cl 2 
(147 2) ie: 
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Das ist dann der Fall, nachdem wir diejenigen Ausdrücke vernachlässigt haben, die mit 
den kleinen Größen höherer Ordnung o?/E? und 0°/E? multipliziert wurden. 
Für die Volumenänderung ergibt sich damit 


V 2 2 
4AV/=V— Vo = — = —) = AoboCo -(! == —) 
E 1% 
Da für die Poıssonsche Konstante gilt 
E 2G -0,75:10’N + 
G es dh, pe ee Zu Nur. 3, 


urn’ E-26 Q-1,5)10 Nmm 


erhalten wir 


AV = 100 cm - 10? cm? 2.10 Nom 


3 


10? N mm? (i 


2 . 
— ;) = 1,667 cm?. 


Ein Metallrohr mit der Länge a, dem Innenradius r, 
und dem Außenradius r, ist in waagerechter Lage an 
beiden Enden befestigt und wird in der Mitte durch 
einen Körper vom Gewicht O belastet. Wie groß 
wird die Durchbiegung des Rohres in seiner Mitte, 
wenn der Elastizitätsmodul Z des Rohrmaterials ge- 
geben ist? 


Lösung 


Für die Durchbiegung des an beiden Enden einge- 
spannten Rohres (Bild 61a) gilt: 


_ Qa’ 
 48EI’ 


Bild 61 
wobei j 


1- [04 


das Flächenträgheitsmoment des Rohrquerschnitts in bezug auf die Biegeachse ist. Da 
z=rsinp und dA = rdp dr (Bild 61 b).ist, finden wir 


r. 27 27 
417, 
1= | [rsinpdpdr - 7 [sr od - 
ri 16] - 
re — [1 1: ae r— rn 
ee ze- zn e|. = 
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Für die gesuchte Durchbiegung der Rohrmitte ergibt sich also 
Oa? Oa? 


2 r — r — TZEr (rt — rr) 


Ein zylindrischer Eisenstab (Länge / = 0,5 m, Durchmesser d = 0,005 m) ist an einem 
Ende befestigt und am anderen mit einem Rad vom Radius r = 0,2 m versehen (Bild 62). 
Welche Tangentialkraft muß am Radumfang angreifen, damit der Durchmesser des 
Stabes am Radende gegenüber dem Festende um den Drehwinkel 9 = 15° verdreht 
wird? Der Torsionsmodul des verwendeten Materials 

betrage G = 0,73 - 10° N mm. 


Lösung 


Der Drehwinkel 9 hängt mit dem Moment der fi 
Kräfte, welche die Verdrehung verursachen, gemäß Bild 62 
der Beziehung 


zusammen. Dabei ist M = Fr, so daß für die gesuchte Kraft gefunden wird 


nGd*p _ 3,14 0,73 - 10° N mm? - 0,0625 cm* 15 
32lr | 32-50 - 20cm? 180 


Eine Kreisplatte der Masse m = 2kg und mit einem Radius r = 0,1 m schwingt als 
Torsionspendel an einem Eisendraht der Länge /= Im und mit dem Durchmesser 
d = 0,002 m. Bestimmen Sie den Torsionsmodul des Materials, aus dem der Draht be- 
steht, nachdem experimentell gefunden wurde, daß die Periodendauer des Torsions- 
pendels 7 = 1,9 s beträgt. 


Lösung 
Für die Periodendauer dieses Pendels gilt die Beziehung 


a 
FUN. NM, 


(J Trägheitsmoment der Kreisscheibe in bezug auf die Rotationsachse, Mo SOog. 
Direktionsmoment). M. hängt mit dem Torsionsmodul sowie den Abmessungen des 
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Drahtes folgendermaßen zusammen: 


d\* 
rG (5) 
ne 


Daraus können wir das gesuchte G erhalten 


32 IMo 


Zr 


Da das Direktionsmoment M. mit einer Schwingung des Torsionspendels durch die 
Beziehung 
An2J 

T? 


Mo = 


ausgedrückt werden kann, finden wir schließlich 


32] An? 32] An? 1 6Armir?. 


u ee rer VO 


Tr MTrıt Fr 
643,142 kg 10° cm - 10° cm? 
16 - 10-*cm* : 1,92 s? 


— 6,96 - 10* N mm°*. 


_ 696: 106 KL _ 
: cm? 


Welche Länge müßte ein Eisendraht haben, damit er unter der Wirkung seines eigenen 
Gewichts zerreißt, wenn er an einem Ende fest aufgehängt ist? Die Dichte des Eisens 
sei oe = 7,8 10°? kgm"?, die Festigkeitsgrenze liege bei 320 N mm”*, 


Lösung 


Auf die verschiedenen übereinanderliegenden Querschnitte des Drahtes wirken unter- 
schiedliche Kräfte; auf jeden Querschnitt wirkt das Gewicht des darunterhängenden 
Drabtteils. Die kleinste Kraft wirkt demnach auf den Querschnitt am unteren, die größte 
auf den am oberen, am Aufhängungsende. Die größte Spannung, unter welcher der 
Draht gerade noch nicht reißt, erfüllt die Bedingung 


co= _ — 320 N mm=. 


Es ist aber O = 0gAl, so daß wir finden 


320 N mm? 


= ——_ — —-4,18km. 
7,8 10° kgm”? - 9,81 ms”? - 


Der Draht zerreißt, wenn seine Länge größer als 4,102 km ist. 


A 
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Aufgaben 


Ein Stahldraht von der ursprünglichen 
Länge od =2m und mit dem Durch- 
messer d = 0,002 m ist an einem Ende 
befestigt und wird am anderen Ende 
durch eine Kraft Fin Längsrichtung be- 
lastet. Wie groß muß diese Kraft F'sein, 
damit der Draht eine Verlängerung um 
0,003 m erfährt, wenn sein Elastizitäts- 
modul E = 2,2: 10° N mm? beträgt? 

Ein Eisenstab von der ursprünglichen 
Länge od =2m und mit dem Quer- 
schnitt A = 10°* m? ist an einem Ende 
befestigt und wird am anderen Ende 
durch die Kraft F=10KN auf Zug 


beansprucht. Welche Länge hat der 


Stab nach seiner Streckung, wenn der 
Blastizitätsmodul des Eisens mit E= 
= 2: 10° N mm”? angegeben wird? 
Ein zylindrisches Metallrohr von der 
ursprünglichen Länge od =2m, dem 
ursprünglichen Außendurchmesser d = 
= (0,2 mundeiner Wanddicke s = 0,02m 
wird durch eine Normalkraft F=30KN 
auf Druck beansprucht. Ermitteln Sie 
die Normalspannung, die am Rohr- 
querschnitt angreift, sowie den Betrag 
der Rohrverkürzung, wenn der Elasti- 
zitätsmodul des verwendeten Materials 
mit E = 1,2: 10° N mm"? angegeben 
wird. 

Um welchen Betrag würde sich ein 
Stahlseil der Länge !o = 9000 m ver- 
längern, wenn es, unter der Wirkung 
seines Eigengewichts stehend, frei hän- 
gend in Meerwasser hinabgelassen wird? 
Die Dichte des Meerwassers sei 0, = 
= 1,03 - 10°’ kgm”?, die des Seilmate- 
rials 02 = 7,7: 10°? kgm”*, der Elasti- 
zitätsmodul E = 2,16 - 10° N mm°?. 
Ein zylindrischer Stab der ursprüng- 
lichen Länge /, ist an einem Ende be- 
festigt und wird an seinem anderen 


Ende durch eine in Längsrichtung an- 


93. 


94. 


95. 


96. 


greifende Kraft F beansprucht. Um 
welchen Betrag ändert sich das Stab- 
volumen bei der Deformation, wenn der 
Elastizitätsmodul mit der Größe E an- 
gegeben wird? 

Ein Eisenstab von der Form eines Qua- 
ders mit den ursprünglichen Abmes- 
sungen ao = 0,5m, bb =0,1m, co = 
—= (0,05 m wird einem allseitig wirken- 
den, gleichförmigen Normaldruck von 
der Größe o = 1 N mm“? unterworfen. 
Um welchen Betrag verringert sich das 
Volumen des Quaders nach der Defor- 
mation, wenn der Elastizitätsmodul 
E=2:10°’N mm”? und der Schub- 
modul G = 0,73 - 10° N mm? groß ist? 
Ein zylindrischer Eisenstab mit der 
Länge 2 = 1m und dem Radius r = 
—= 0,02 m ist an seinem Ende so befe- 
stigt, daß er eine waagerechte Stellung 
einnimmt. Mit welcher Kraft muß man 
an seinem anderen Ende senkrecht zur 
Stabrichtung einwirken, damit sich 
dieses Ende durch Biegung um den Be- 
trag A = 0,005 m gegenüber der ur- 
sprünglichen. Lage verschiebt? Der 
Blastizitätsmodul des Stabes sei ZE= 
—= 2-10°N mm. 

Ein Holzstab von rechteckigem Quer- 
schnitt mit den Seitenlängen a = 0,05m 
und 5 = 0,005 m wird in zwei Punkten 
gestützt, die = 1 m auseinander liegen. 
Die Seitenlänge a liegt in der Horizon- 
talen. Um welchen Betrag senkt sich die 
Stabmitte im Vergleich zur ursprüng- 
lichen Lage, wenn wir den Stab in seiner 
Mitte mit einer Last O = 10N be- 
anspruchen? Das verwendete Holz 
habe einen Elastizitätsmodul von E= 
= 1,2: 10*N mm. 

Ein zylindrischer Stahlstab (Länge 
!=0,5m, Radius r = 0,01 m) ist an 
einem Ende befestigt, am anderen wird 


102 I. Mechanik 


er durch Kräfte verdreht, deren mit der Torsionsmodul des Drahtes hat den 
‚Zylinderachse zusammenfallendes Mo- Wert G = 0,716 - 10° N mm“. 
ment mit M bezeichnet sei. Welchen Be- 98. Welcher Belastung hält eine Granit- 
trag muß das Moment M aufweisen, da- platte von der Form eines regelmäßigen 
mit die Verdrehung der Zylinderdeck- Sechsecks mit der Kantenlänge a = 
fläche gegenüber der Grundfläche einen =(0,1m stand, wenn die zulässige 
Drehwinkel 9 = 1° annimmt? Der Druckbeanspruchung für Granit mit 
Torsionsmodul des Zylinders habe die 50 kp cm”? angenommen wird? 
Größe G = 0,75 : 10° N mm. 99. Wie groß muß der Radius eines Kupfer- 
97. Ermitteln Sie die Periodendauer eines drahtes sein, damit er unter Einfluß der 
Torsionspendels, das durch eine Kreis- in seiner Längsrichtung wirkenden Kraft 
platte mit der Masse m = 3 kgund dem F=500N nicht zerreißt? Die Zer- 
Radius r = 0,1 m gebildet wird, welche reißfestigkeit des Kupfers wird mit 
an einem Draht (Länge / = 1,2 m, Ra- 200 N mm”? angenommen. 


dius ro = 0,001 m) aufgehängt ist. Der 


1.5. Mechanik der Flüssigkeiten und Gase 


Eine Flüssigkeit wird dann als ideal bezeichnet, wenn sie inkompressibel ist und wenn 
in ihr keine innere Reibung wirkt. 
Die Grundgleichung der Hydrostatik wird durch die Beziehung 


oU +p = const (1) 


für eine inkompressible Flüssigkeit angegeben. In dieser Gleichung bedeutet o die 
Dichte, U = gh das Potential des Kräftefeldes, in dem sich die Flüssigkeit befindet, 
und p den Druck, der in der Flüssigkeit herrscht. Gl. (1) besagt: 

In einer im Ruhezustand befindlichen inkompressiblen Flüssigkeit ist die Summe aus 
potentieller Energie ihres Volumens und Druck an allen Stellen gleich groß. 

Wenn auf eine Flüssigkeit ein größerer Druck wirkt und wenn diese Flüssigkeit keinen 
allzu großen Raum einnimmt, kann in Gl. (1) das Glied oU bei der Druckangabe 
vernachlässigt werden. Dadurch vereinfacht sich Gl. (1) auf die Form 


p >= const, 


d.i. das Pascalsche Gesetz über die gleichmäßige Verteilung des Drucks in Flüssig- 
keiten. 

Der Druck in einer Tiefe A unter der Oberfläche einer Flüssigkeit der Dichte o, 
der vom Eigengewicht der Flüssigkeit verursacht wird, ist durch die Beziehung 


p = ohg 


gegeben (g Fallbeschleunigung). 
Ein Körper, der in ein flüssiges Medium (Flüssigkeit, Gas) eintaucht, unterliegt dem 
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Auftrieb, der nach dem Archimedischen Gesetz dem Gewicht derjenigen Flüssigkeits- 
“menge gleich ist, die vom eintauchenden Körper verdrängt wird. 

Die Ausströmgeschwindigkeit einer Flüssigkeit, die unter der Wirkung ihres Eigen- 
gewichts aus der Öffnung eines Gefäßes ausfließt, ist durch die Torricellische Ausfluß- 
formel gegeben zu 


v= J/2gh, 


wobei h den Abstand der Ausströmöffnung von der Flüssigkeitsoberfläche darstellt. 
Beim Ausströmen füllt die Flüssigkeit nicht den gesamten Öffnungsquerschnitt aus. 
Der ausströmende Flüssigkeitsstrahl erleidet eine Verengung. Für die Flüssigkeits- 
menge dV, die in der Zeit df durch en Öffnungsquerschnitt A austritt, gilt die Be- 
ziehung 

dV = uAvdt, 


wobei u der sog. Verengungskoeffizient des ausströmenden Flüssigkeitsstrahls ist. 
Beim stationären Strömen einer idealen Flüssigkeit durch ein Rohr wird durch jeden 
Querschnitt des Rohres in der Zeiteinheit die gleiche Flüssigkeitsmenge transportiert, 
so daß sich die Kontinuitätsgleichung ergibt 


v,4ı = v,Ar 


(A, und A, zwei unterschiedliche Querschnittsflächen des Rohres, v, und v, die be- 
treffenden Strömungsgeschwindigkeiten). 

Bei der stationären, wirbelfreien Strömung einer idealen Flüssigkeit ist die Summe 
aus kinetischer und potentieller Energie einer Volumeneinheit der Flüssigkeit und des 
Druckes an allen Stellen gleich, so daß sich die Bernoullische Gleichung ergibt 


1 
z ov? +0V +p = const. 


Wenn sich in einer Flüssigkeit mit der inneren Reibung (Viskosität) n ein kugel- 
förmiger Körper vom Radius r bewegt, dann ist die Widerstandskraft Fyw, welche die 
Flüssigkeit der Körperbewegung en nach dem Stokesschen Gesetz durch 
die Beziehung 


Fw = 6rnrv 


gegeben, in der v die Geschwindigkeit des Körpers gegenüber der umgebenden Flüs- 
sigkeit darstellt. | 

Wenn wir in eine Flüssigkeit, die sich in einem weiten Gefäß befindet, ein enges Rohr 
mit kreisförmigem Querschnitt, eine Kapillare, senkrecht eintauchen, dann nimmt der 
Flüssigkeitsspiegel in der Kapillare eine andere Höhe als in der umgebenden Flüssig- 
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keit an. Die die Wandung der Kapillare benetzende Flüssigkeit (z. B. Wasser in 
Glaskapillare) steigt unter der Wirkung einer Oberflächenspannung in der Kapillare 
über die Höhe im umgebenden Gefäß. Es tritt Kapillaraszension ein. Die Flüssigkeits- 
oberfläche in der Kapillare ist konkav gekrümmt, es ist ein Flüssigkeitsmeniskus. 
Wenn aber eine Flüssigkeit die Wandung der Kapillare nicht benetzt (z. B. Queck- 
silber in Glas), dann liegt der Flüssigkeitsspiegel innerhalb der Kapillare unter der- 
jenigen in der umgebenden Flüssigkeit, es besteht Kapillardepression, der Meniskus 
ist konvex. Für die Differenz der Flüssigkeitshöhen A innerhalb der Kapillare und der 
umgebenden Flüssigkeit gilt bei Kapillaraszension bzw. bei Kapillardepression. die 
Beziehung | 


(o Dichte der Flüssigkeit, r’ Radius des Meniskus, & Oberflächenspannung der 
Flüssigkeit). | 


B Beispiele 


84. Um welchen Winkel weicht der Flüssigkeitsspiegel in einem Tankwagen von der Hori- 
zontalen ab, wenn dieser mit einer Verzögerung von a = 5 m s”? gebremst wird? 


Lösung 


Setzen wir einmal voraus, daß sich der Tankwagen (Bild 63) in Richtung des Pfeils 
bewegt. Wenn wir uns auf den Standpunkt eines fest mit dem Wagen verbundenen 
Bezugssystems stellen, befinden wir uns in einem nichtinertialen System, und die resul- 
tierende Kraft F”, die auf ein beliebiges Flüssigkeits- 
teilchen wirkt, setzt sich aus der Gewichtskraft und 7 
der Trägheitskraft zusammen, so daß gilt 


F=G4+F. 


Bezüglich dieses nichtinertialen Systems ist |F| = ma, 
wobei m die Masse eines beliebigen Flüssigkeitsteil- 
chens und a die Verzögerung des Tankwagens ist. Die 
Richtung von F ist der Verzögerung des Wagens ent- 
gegen gerichtet. Im angeführten Bezugssystem befindet 
sich die Flüssigkeit in Ruhe, und wir können gemäß der Grundgleichung der Hydro- 
statik wie folgt schreiben: 


Bild 63 


oU + p = const. 


85. 
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Da an jeder Stelle der Flüssigkeitsoberfläche der Druck p den gleichen Wert hat, kann 
man für die Flüssigkeitsoberfläche ebenfalls schreiben 


U = const, 


wobei U das Potential der Kräfte darstellt, die auf die Flüssigkeit wirken, d.h. die, 
Summe des aus der Gewichtskraft G und der Trägheitskraft F zusammengesetzten 


‚ Potentials. Wenn wir Gewicht und Trägheitskraft auf den Ursprung des gewählten 


Koordinatensystems beziehen, dann ist das Gesamtpotential im Punkt A durch die 
Beziehung 


U=gy — ax = const 


gegeben. Für x = 0 und y = 0 ist auch const = 0. Wir erhalten also 
gy—-ax=(0, d.h, y-—x (1) 


Der Flüssigkeitsspiegel stabilisiert sich in einer Ebene, deren Schnittlinie mit der senk- 
rechten Ebene, die in die Bewegungsrichtung des Wagens fällt, eine Gerade mit der 


‚Gl. (1) darstellt. Ihre Richtung wird durch den Winkel bestimmt, um den der Flüssig- 
‚ Keitsspiegel bei dieser Bremsung von der Horizontalen abweicht: 


5ms-? 


| a 
tan = —— oo 
= g 981ms”? 


= 0,5097, d.h, = 21°. 


In einem zylindrischen Gefäß mit dem Radius r befindet sich eine Flüssigkeit. Das Gefäß 
dreht sich um seine Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ® (Bild 64). Ermitteln 
Sie, in welcher Form sich die. Flüssigkeitsoberfläche im rotierenden Gefäß stabilisiert 
und um welchen Betrag der Flüssigkeitsspiegel in der 
Gefäßmitte gegenüber seiner Ruhelage abgesenkt wird. 


Lösung 


Wenn wir uns auf den Standpunkt eines nichtinertialen 
Bezugssystems stellen, das mit dem Gefäß verbunden ist, 
dann befindet sich gegenüber diesem Bezugssystem auch 
während der Drehbewegung die Flüssigkeit in Ruhe. 
Aus der Grundgleichung der Hydrostatik erfahren wir 


eoU +p = const. 


Da an allen Stellen der Flüssigkeitsoberfläche der gleiche, Bild 64 
z.B. der atmosphärische Druck besteht, ergibt sich 


p = const, und deshalb muß für die Flüssigkeitsoberfläche in jedem Punkt das Gesamt- 
potential der auf sie wirkenden Kräfte konstant sein gemäß 


U=k, 


wobei k eine Konstante darstellt. 
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Das Gesamtpotential ist in diesem Falle durch die Summe der Potentiale des Gewichts 
und der Zentrifugalkraft gegeben. Unter Beibehaltung der Bezeichnungen in Bild 64 
kann deshalb geschrieben werden | 


w x? 


2. . 


82 


denn das Potential der Zentrifugalkraft, bezogen auf den Ursprung des gewählten 
Koordinatensystems, ist 


Bd 


1 
U = - | o’xdx = = zer, 
0 
woraus wir für z erhalten 
1 wo? «& 
z=— Fe 
2 8 8 


Die Flüssigkeitsoberfläche im rotierenden Zylinder wird die Form eines Rotations- 
Paraboloids annehmen. Wenn wir den Ursprung des Koordinatensystems in den 
Scheitelpunkt des Paraboloids legen, dann ist für x = O0 auch z=0Ounddamitk =(0, 
und die Gleichung der Parabel, die sich als Schnitt einer senkrechten, durch den Ur- 
sprung verlaufenden Ebene mit dem Paraboloid ergibt, nimmt die Form 

1 o? 


z=— — 


2 


an. Das Maß, um das der Flüssigkeitsspiegel durch Rotation in der Gefäßmitte ab- 
sinkt, erhalten wir aus der Bedingung, daß die Flüssigkeitsmenge im senkrecht schraf- 
fierten Teilvolumen gleich der im waagerecht schraffierten ist. Für das senkrecht schraf- 
fierte Teilvolumen gilt 


g f} 
Br 177 
w? wo [x* g 
Vi = | mr dz - ji En = cr — h2 
4 g L4lo w* 
0 


0 


Für das waagerecht schraffierte Teilvolumen ergibt sich 


hi r 
2 2 
v2 = | (er? — mx) dz fr :-r) a - 
0 g 
- m] z 
g 2 g 4 
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1 2 1 z 
Eu ER u er RN DB ! 
2.8 u; w? 
w? g 
nr —r*— nar’h+n—h?. 
g£ 1) 


Da die Teilvolumina gleich groß sind, ergibt sich V, = V,,d.h., 
2 
rr?’h = er Te 7 r* 


oder 


86. Mit welcher Kraft wirkt der Wasserinhalt auf die rechteckige Seitenwand eines Gefäßes 
(Breite a = 0,2 m, Höhe 5 = 0,15 m), wenn das Gefäß vollständig mit Wasser gefüllt 
ist? 


Lösung 


Auf ein Flächenelement dA = adx in einer Tiefe x unter dem Flüssigkeitsspiegel 
(Bild 65) wirkt die Kraft 


dF=pdA = ogxadx, 
wobei o die Wasserdichte bedeutet. Für die Gesamtkraft, die auf die Seitenfläche wirkt, 
ergibt sich 
b 
x?]? 1 
F=oga | x 4x = ga 4 = — ogab? = 
2 lo 2 
) 


1 gcm-? - 981 cm s-?2 - 20cm - 225 cm? = 22,1N. 


1 
2 
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x 


o 


Bild 65 Bild 66 
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S, 
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Zwei Gefäße sind miteinander verbunden (Bild 66), beide sind oben offen und mit nicht- 
mischbaren Flüssigkeiten der Dichten 0, = 0,9 : 10°?kgm=? und 0: = 1: 10? kgm”? 
gefüllt. Wie groß ist der Abstand der beiden Flüssigkeitsspiegel in den einzelnen Schen- 
keln von der gemeinsamen Trennungslinie, wenn die Spiegelhöhendifferenz in beiden 
kommunizierenden Gefäßen Ah = 0,1 m beträgt? 


Lösung 


Für den Gleichgewichtszustand gilt nach der Grundgleichung der Hydrostatik 
eU-+p = const. 


In unserem Fall bedeutet U das Gewichtspotential. Wenn wir es auf die waagerechte 
Ebene beziehen, die durch die gemeinsame Trennungslinie der beiden Flüssigkeiten 
verläuft, dann gilt für jede Flüssigkeit in jedem der beiden Schenkel U = 0, und dem- 
nach müssen die Drücke gleich sein. Mit den in Bild 66 gewählten Bezeichnungen müß 
demnach gelten 


b+huag=b+ 50:8 

worin b den atmosphärischen Druck bedeutet. Aus Bild 66 ist gleichfalls ersichtlich, daß 
ha= hs + Ah, 

so daß sich ergibt 
(hs + Ah) gıg = 5028, 


d.h., 
ha(g2 — 01) = Ahgı. 
Es ist also 
e1 0,9 
AB = Akh= —-O0,lm=0)9m; A, = 1,0m. 
02 — ı 0,1 ven _—_ 
In einem gasgefüllten Gefäß (Bild 67) soll der Druck mit einem Quecksilbervakuum- 


meter ermittelt werden. Wie groß ist der Gasdruck im Gefäß, wenn die Höhendifferenz 
des Quecksilbers in den beiden Rohren des Vakuummeters den Wert h = 0,45 m hat 
und der atmosphärische Druck 5b = latm = 1,013 - 10° Pa beträgt? 


Lösung 


Analog zum vorangehenden Beispiel müssen in der waage- 
rechten Ebene der Trennlinie von Quecksilber und Luft die 
Drücke in beiden Schenkeln des Vakuummeters gleich sein. 
Es gilt also 


p-+ogh=b, Bild 67 


89. 
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worin o die Dichte des Quecksilbers bedeutet. Demnach ergibt sich 


45 
p=b-ogh=1latm — 7, at = 0,41 atm = 4,16 : 10* Pa. 


Bestimmen Sie die Abhängigkeit des atmosphärischen Drucks als Funktion der Höhe 
über der Erdoberfläche unter der Voraussetzung konstanter Temperatur, und berechnen 
Sie den Druck in einer Höhe Ah = 10000 m über NN, wenn der Druck bei NN 
b=1latm beträgt und wenn die Luftdichte unter Normaldruck den Wert 
00 = 1,29 kg m“? hat. 


Lösung 


Wir gehen wieder von der Gleichung 
oU +p = const 
aus. Wenn wir das Potential auf die Erdoberfläche beziehen, dann ist in einer Höhe z 
über der Erdoberfläche U = gz, so daß wir finden 
ogz + p = const. 
Durch Ableiten nach z erhalten wir 
dp 


Ze 


Bei unterschiedlichen Drücken p und po und gleicher Temperatur erfüllen die Gas- 
dichten e und oo die Bedingung 


14 p 
- —, also =, 
00 Do Do 


woraus sich ergibt 


p dp 
re il ee 
Po dz 


und nach Trennung der Variablen folgt 


dp 00 
— = — — ed. 
p Do 
Durch Integration der Gleichung 
p 


h 
d 
[E=--&efe 
pP Do N 


Po 


erhalten wir 


nt N d.h., p= po exp | 2 en]. 
Po Po Po 
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Für die in der Aufgabe vorgegebenen Zahlenwerte ergibt sich 
1,29 


= tm en alien Dr Zu ee a 
p=latm-exp | = 575.13,6-105-9,81 


9,81: 10*| = 0,287 atm = 2,91 -10*Pa. 
Ein Aräometer (Bild 68) taucht in Wasser bis in eine Tiefe A, und in Flüssigkeit der 
Dichte o, bis in eine Tiefe h, ein. Wie tief taucht es in eine Flüssigkeit der Dichte o ein? 


Lösung 


Wenn wir das Archimedische Gesetz anwenden, können wir folgende Be- 
ziehungen aufschreiben: 


h, 


ng = (Vo + Aho) 008, 


fo „ 


mg = (Vo + Ahı) 018; 
mg =(V. + Ah) og Bild 68 


(00 Wasserdichte, A Rohrquerschnitt des Aräometers, Yo Volumen des kugelförmigen 
Teils des Aräometers). Für Y, ergibt sich aus den angeführten Gleichungen 


Ver zn SER) viel: 
00 01 4 
Deshalb gelten auch die Gleichungen 
eine en An ee ai, 
00 01 4 00 
Durch Auflösen beider Gleichungen nach A erhalten wir 


1 1 
00 01 00 e 


Nach Gleichsetzen der rechten Seiten vorstehender Gleichungen bekommen wir 


m (2-5) - m F —) 
ho — hı \Co 01 ho — h\0o o 


Es ergibt sich also 


| 
ho — = (ho = (io RZ 
1 4 2(@ı — 00) 
00 01 
und schließlich 
01(@ — 00) 


h=ho+(hı — ho) . 
0(Eı — 00) 
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In einem Gefäß (Bild 69) befindet sich Wasser mit einer Höhe k = 0,3 m. In welcher 
Höhe über dem Boden des Gefäßes muß man eine Öffnung anbringen, damit das aus ihr 
ausströmende Wasser möglichst weit entfernt auf die Unterlage auftrifft, auf der das 
Gefäß steht? 


Lösung 


Wenn wir die Höhe der Ausflußöffnung über dem Gefäßboden mit y bezeichnen, dann 
gilt für die Ausströmgeschwindigkeit aus der waagerecht angelegten Öffnung 


v= 22h). 


Die Bewegung des ausströmenden Wassers stellt im Prinzip einen horizontalen Wurf 
dar, so daß wir schreiben können 


2 I” t 
Y 2: 


und weiter = 
ehe 2 en 
x=/22h—y) RE =2./h-9y». 


Damit die Wurfweite x einen maximalen Wert annimmt, muß der Ausdruck 


z=(h—-y)y 
ein Maximum sein. Das erhalten wir, wenn 
dz h 
— =h-2y=0, d.h, = — =0,15m. 
dy Zu 2 = 


Es ist offenkundig, daß für y = h/2 die Größe x einen Maximalwert annimmt. Minimal- 
werte von x ergeben sich für y = 0 bzw. y = h, was aus dem Ausdruck für x ermittelt 
werden kann. 


Bild 69 Bild 70 


Ein halbkugelförmiges Gefäß (Bild 70) hat einen Radius r = 0,1 m und ist bis zum Rand 
mit Wasser gefüllt. An seinem Boden ist eine Öffnung mit der Querschnittsfläche. 
A = 4 10° m?. In welcher Zeit nach Freigabe der Öffnung sinkt der Flüssigkeits- . 
spiegel im Gefäß auf die Hälfte des ursprünglichen Wertes, wenn der Verengungs- 
koeffizient des ausströmenden Flüssigkeitsstrahls #» = 0,6 beträgt? 
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Lösung 


Die Ausströmgeschwindigkeit der Flüssigkeit durch die Öffnung vom Querschnitt 4 
hat zum beliebig gewählten Zeitpunkt, an dem der Flüssigkeitsspiegel um den Betrag x 
abgesunken ist, den Wert 


v= /2g(r — x). 


Für die in diesem Zustand während des Zeitintervalls d? austretende Flüssigkeitsmenge 
gilt 
dV = uAv dt. 


Gleichzeitig ergibt sich aber auch d/ = xy? dx und daher 
uA 220 9 dt = rny? dx. | 

Da weiter 
„2=r?— x? 

ist, erhalten wir nach entsprechender Umstellung 
nArf2g r — xdte=n(r? — x?) de, 


woraus wir finden 


el 


Die gesuchte Zeit i, wird durch Integration wie folgt berechnet: 


e“ 


bh = el [r(r — x)" — x(r — 9]dx = 
nA Mir 28 


alas 5-5 P HP] 


na jr hy 


In ein Gefäß strömt mit gleichmäßigem Strahl eine Wassermenge von O = 150 cm? s-'!. 
Am Boden des Gefäßes ist eine Öffnung von A = 0,5 cm? Querschnittsfläche vorhanden. 
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In welcher Höhe stellt sich ein konstanter Wasserstand im Gefäß ein, wenn wir die Ver- 
engung des ausströmenden Strahls vernachlässigen? 


Lösung 


Der stationäre Zustand ist dann erreicht, wenn in der Zeiteinheit durch die Öffnung am 
Boden des Gefäßes die gleiche Menge ausfließt, die von oben zugeführt wird. Für die in 
der Zeiteinheit aus der Bodenöffnung ausströmende Wassermenge gilt 


0* = Av = A,/2gn. 
Da die Bedingung O* = O vorgegeben ist, ergibt sich für die endgültige Flüssigkeitshöhe 


0? 225 - 10? cm® s-2 
2584? 2:-981 cms”? - 25 - 10? cm* en 


Durch ein horizontal verlegtes Rohr mit ungleichen a 

Querschnitten strömt Wasser (Bild 71). Es ist zu ermit- 

teln, welche Wassermenge O während einer Sekunde 

durch jeden Rohrquerschnitt fließt, wenn an den Stellen mit Ä 

den Querschnitten A, =1:10-?m? bzw. 4, =2:10°”m? ,—_ 2-2 
die beiden Schenkel eines hier angesetzten Flüssigkeits-- _—_ I 37 A 
manometers eine Höhendifferenz der Wasserspiegel von Az 

Ah = 0,2 m aufweisen. Bild 71 


Lösung 


Zur Lösung dieser Aufgabe wenden wir die BERNouLLIsche Gleichung an, die wir für 
das horizontale Rohr in folgender Form schreiben können: 


1 2 1 2 
— eo71 +pı=—- + Pa 


2 2 
oder aber 
1 
Bez e(vi — v2). 


Jedoch ist auch 
D2 — Dı = Aheg, 


wobei o die Dichte des Wassers ist. Damit wird 


1 
An 2, el — v2). (1) 


8 Hajko, Mechanik 
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Für die Unbekannten v,,> bietet sich in der Kontinuitätsgleichung eine weitere Be- 
stimmung an: 


v,Aı = V2A,, 


02 = ——- U. 
2 


Nach Einsetzen dieses Ausdrucks in Gl. (1) erhalten wir 
1 4A? 
so daß wir schließlich finden 


2Ah 2-0,2m 9,81 - | 
er en ee 202m -9,8ims“ _ 2,29 m's-t, 
1 4 = 1 
42 2 


Die Wassermenge, die während einer Sekunde durch jeden Rohrquerschnitt strömt, hat 
somit den Wert 


Q = 1ıAı = 2,29 ms -t - 10°? m? = 2,29 - 10-° m? s-! = 2,29 15-1. 


In Bild 72 wird ein rechtwinklig gebogenes Rohr in eine strömende Flüssigkeit gelegt. 
Wie hoch steigt die Flüssigkeit in diesem gekrümmten Rohr auf, wenn sie in einem an 
gleicher Stelle eingetauchten geraden Rohr eine Steighöhe A, erreicht und wenn die 
Strömungsgeschwindigkeit an der gegebenen Stelle gleich v, ist? 


Lösung 


Gemäß der BERNouLLIschen Gleichung kann man im Falle des gekrümmten Rohres 


schreiben 


1 


Pı + „) ev =p 


oder 


1 2 
P=-Pı= 7 0% 


(pı Druck in der strömenden Flüssigkeit, p Druck in glei- 
cher Tiefe im gekrümmten Rohr). In Bild 72 ist erkennbar, 
daßp - pı = (h — hı) og ist. Dann ergibt sich 


1 
(h— h)og = 2 ev] 
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8* 


und demnach also 
2 


h ar 


Auf einem Wagen steht ein zylindrisches Gefäß, das bis zu einer Höhe kh = 1m mit 
Wasser gefüllt ist (Bild 73). Im Gefäß sind an gegenüberliegenden Seiten zwei gleiche 
Ventile mit Öffnungen von je 1 - 10°? m? Querschnittsfläche angebracht. Ein Ventil be- 
findet sich in der Höhe Ah, = 0,25 m, das andere in der Höhe Az = 0,5 m. In welcher 
Größe und Richtung muß eine Kraft F auf den Wagen ausgeübt werden, damit sich 
dieser bei geöffneten Ventilen nicht von der Stelle bewegt? 


Lösung 


Für die Lösung wenden wir das Gesetz von der Erhaltung des Im- 
pulses eines abgeschlossenen Systems an, das aus Wagen, Gefäß 
und Wasserfüllung gebildet wird. Nach Öffnung der Ventile be- 
trägt die zeitliche Änderung des Impulses des Wassers 


d r & 
= 0gAvıd, + 0Av2Dz, 


denn die Wassermenge, die in der Zeiteinheit durch jede der bei- Bild 73 

den Öffnungen austritt, ist 0Av, bzw. 0Avz2. Jedoch istd, = vıß, 

Ü2 = —v2ß, wobei Ö der Einheitsvektor in Geschwindigkeitsrichtung v, ist. Dann fin- 
den wir 


dd | e 
I = 0A — ww) Ö. 


Da vi = 2g(h — h,) und v2 = 2g(h — h,) ist, erhalten wir für die zeitliche Änderung 
des Impulses des Wassers 


dd & es 
Ir = 0A2g(h-hı —h+h)ö = 0A2glh — h)ö, 
d.h., 
dd 
47|= 10° kgm-® - 10° m? -2-9,81ms”?-0,25m=49N. 


Da sich vor dem Öffnen der beiden Ventile das gesamte System in Ruhe befand, resul- 
tiert aus dem Gesetz von der Erhaltung des Impulses, daß die zeitliche Änderung des 
Impulses von Wagen und Gefäß ebenso groß sein wird wie die zeitliche Änderung des 
Impulses des Wassers, jedoch von entgegengesetzter Richtung. Um die Bewegung des 


"Wagens zu verhindern, muß man in der Richtung des Einheitsvektors Ö mit einer Kraft 


vom Betrag 


dd 
2 — 0A 2g(h2 — h) =49N 


F= 
di 
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Eine Kugel aus einem Material der Dichte e, hat einen Durchmesser d = 2r. Wir lassen 
diese Kugel in einer Flüssigkeit mit der Viskosität n und der Dichte o; frei fallen. Wie 
groß wird die Geschwindigkeit der Kugel nach der Zeit 1, vom Beginn der Bewegung an 
gemessen, und welchen Weg legt sie in dieser Zeit zurück? 


Lösung 


Während der Bewegung der Kugel in einer viskosen Flüssigkeit wirken auf sie die Kräfte 
Eigengewicht, Auftrieb gemäß dem Archimedischen Gesetz sowie Widerstand nach dem 
Stokzsschen Gesetz. Dementsprechend nimmt die Bewegungsgleichung der Kugel die 
Form an 


ma = mg — 02Vg2 — 6rnnrv 


(VY Volumen, v Geschwindigkeit, a Beschleunigung der Kugel) Mit m = Vo, für die 
Masse der Kugel folgt nach Umformung 


[2 onnr 
a=g 1 — > = ge Ü. 
1 


m 


Wenn wir zur Abkürzung einführen 
6 
e(! = 2) =«& und San =ß 
m 


und 


—_——=a-—Pr. (1) 


Diese Differentialgleichung kann durch die Substitution « — fv = u gelöst werden, so 
daß —dv = (1/ß) du ist. Nach Einsetzen in Gl. (1) erhalten wir 


1 du du 
-— — — =u dh, —-— — = Pdt. 
ß dt . u P 
Die Integration ergibt 
k: 1 — aßt+k. EG 1 
— Inu = pt + y Fi = „ uU= eßt+k > 
so daß folgt 
1 
— Pi = 


eßt+k 


98. 


1.5. Mechanik der Flüssigkeiten und Gase 117 


Für die Geschwindigkeit v zur Zeit 7 erhalten wir 
& — e-(Pt+N) 
ß 


Den Wert der Integrationskonstante k bestimmen wir aus den Anfangsbedingungen. 
Zur Zeit = 0 war auch v = 0, so daß sich ergibt 
1 1 ef 
0=&«—-—, dh, e*=oa und 77. 


Er: 
Nach Einsetzen der entsprechenden Größen für & und ß erhalten wir schließlich als 
Geschwindigkeit 


vv >= 


02 
mg \|l — — 
01 6er 
uv=- —(1-.xp|—- ——t|). 
6rnr m 


Für die zurückgelegte Wegstrecke x gilt 


dx & 


4“ 8 Me 


& & & & 
in u 0 = 


Und nach Einsetzen der entsprechenden Größen für « und ß erhalten wir für die zurück- 
gelegte Wegstrecke 


02 2 02 

mg (1-2) ng (1-2) 
>| 9ı (er |] <1) 
6renr 36r?n?r? m j 


Ermitteln Sie die Endgeschwindigkeit eines fallenden Regentropfens in Luft, wenn der 
Tropfen als Kugel mit dem Radius r = 1: 10°? m und die Viskosität der Luft mit 
n = 1,8 10°* gem"! s-! angenommen wird. 


Lösung 


Die Bewegungsgleichung des Regentropfens hat die Form 
4 
ma = — rr>(0ı — 02) & — 6nnrv 


(o, Wasserdichte, oz Luftdichte). Wenn der geschwindigkeitsabhängige Luftwiderstand 
einen solchen Wert erreicht hat (6rnrv), daß die rechte Seite der Gleichung gleich Null 
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ist, bewegt sich von diesem Moment an der Tropfen gleichförmig geradlinig mit einer 
konstanten Geschwindigkeit, die der Beziehung 


4 
z zr>(Qı — 02) — 6nyrv = 0 


genügt, d. h. mit der Geschwindigkeit 
2 ET \ 2 
_ 2er =) 20 _ (1mst. 
9n 9n — 
99. Welche Kapillardepression des in einem Glasrohr vom Radius r = 1:10"? m ent- 
haltenen Quecksilbers tritt ein, wenn die Oberflächenspannung des Quecksilbers den 
Wert o = 433 erg cm”? (= 0,433 Nm m?) hat und wenn 


der Grenzwinkel @ zwischen Quecksilber und Glaswandung 
120° ist? 


Lösung 


Für das Absinken des Quecksilberspiegels um den Betrag A 
in der Kapillare gegenüber dem Flüssigkeitsspiegel der Um- 


gebung gilt die Beziehung 
2 
h — nn 
rog 


(e Dichte, o Oberflächenspannung des Quecksilbers, r’ Krümmungsradius des Queck- 
silbermeniskus). Aus Bild 74 folgt für r und r’ die Beziehung 


r’ cos (180° — o) =[tr, 
so daß wir finden 
20 cos (180° — 9) _..2.433-0,5 


An . 10-3 
ogr er 01:13.6-981 N 2 10°" m. 

A Aufgaben 

100. In einem zylindrischen Gefäß vom Ra- gemessen, und in der Entfernung x von 
dius r befindet sich eine Flüssigkeit der der Symmetrieachse unter der Voraus- 
Dichte 0. Das Gefäß dreht sich um seine setzung, daß auf die Flüssigkeitsober- 
Längsachse mit konstanter Winkel- fläche der barometrische Druck wirkt. 
geschwindigkeit w Die Flüssigkeits-- 101. In der Seitenwand eines geschlossenen 
oberfläche stabilisiert sich demnach in Gefäßes A (Bild 75), das mit Wasser 
Form eines Paraboloids. Ermitteln Sie gefüllt ist, befindet sich ein Steigrohr- 
den Flüssigkeitsdruck in einer Tiefe A, anschluß B. Welcher Druck wirkt auf 
auf der Symmetrieachse vom Scheitel- die freie Wasseroberfläche im Gefäß A, 


punkt des Paraboloids aus nach unten wenn durch die Wirkung dieses Drucks 
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die Wassersäule in B um 1,5 m über der 
in A steht und wenn der barometrische 
Außendruck 1 atm beträgt? 


Bild 75 


102. In einer bestimmten Höhe Ah über der 


Erdoberfläche wurde ein Luftdruck der 
Stärke p = 0,5 atm gemessen. Bestim- 
men Sie die Höhe Ah, wenn bei der Mes- 
sung folgende Bedingungen galten: 
Luftdruck an der Erdoberfläche po = 
= latm, Luftdichte an der Erdober- 
fläche oo = 1,29 kg m°?, Lufttempera- 
tur überall gleich. 


103. In einem Gefäß steht Wasser bis zur 


Höhe A= 1m. In einer senkrechten 
Seitenwand ist eine Öffnung vom Ra- 
dius r = 0,2 m angebracht, deren Mit- 
telpunkt in der Höhe Ah, = 0,5 m über 
dem Boden des Gefäßes liegt. Sie ist mit 
einem Deckel verschlossen. Bestimmen 
Sie die Gesamtkraft, die auf den Deckel 
wirkt. 


SI 
N 
x 
N 
N 
N 
Q 
N 
N 
N 


Bild 76 


104. Wie groß muß eine Kraft F sein, die 


zum Hochstellen einer Faschine not- 


105. 


106. 


107. 
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wendig ist, die unter der Einwirkung des 
Wassers steht (Bild 76)? Die Masse der 
Faschine sei m = 250 kg, ihre Breite 
— 3 m, die Wassertiefe a = 1,5 m, der 
Reibungskoeffizient der Faschine gegen 
ihre Lager sei # = 0,3. 
Ein Stückchen Glas hat eine Masse von 
m = 0,14 kg. In Wasser getaucht be- 
trägt seine scheinbare Masse nur noch 
m’ = 0,084 kg. Wie groß ist die Dichte 
des Glases? 
Welche Kraft muß zum Heben eines 
unter Wasser liegenden Steines auf- 
gewendet werden, dessen Dichte o = 
—= 3-.10?kgm? beträgt und der in 
Lufteine Masse von mn, = 15 kghat? 
Eine Hohlkugel aus Messing mit der 
Dichte 0 = 8,5 - 10°? kgm-?, dem Au- 
Bendurchmesser d, =0,1m und der 
Wanddicke s=3:10®m wird ins 
Wasser: gelegt. Ermitteln Sie, ob die 
Kugel schwimmt oder ob sie auf den 
Boden sinkt. 
Eine Messinghohlkugel der Masse 
m = 0,3 kg taucht zur Hälfte ihres Vo- 
lumens in Wasser ein. Bestimmen Sie 
Außendurchmesser und Wanddicke der 
Kugel, wenn die Dichte des Messings 
o = 8,4 - 10? kg m? beträgt. 


Bild 77 


Ein Aräometer (Bild 77) hat die Gestalt 
einer Glasröhre, die in ihrem unteren 
Ende in eine mit schwerer Substanz ge- 
füllte Kugel übergeht. Der Außen- 
durchmesser des Rohres beträgt d = 


120 
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= 2,5-10°?m, der der Kugel d, = 
—=3.-10?m, die Gesamtmasse des 
Aräometers ist m = 50 - 10°? kg. Wie 
groß ist die Dichte der Flüssigkeit, in 
die das Gerät bis in die Tiefe h = 0,1 m, 
von unten aus gemessen, eindringt? 
Ein zylindrisches Gefäß hat, vom Boden 
aus gemessen, in den Höhen Aı und Ah; 
zwei übereinanderliegende Öffnungen. 
In welcher Höhe über dem Gefäßboden 
muß ein Flüssigkeitsspiegel liegen, da- 
mit die ausströmende Flüssigkeit aus 
beiden Öffnungen gleich weit auf eine 
waagerechte Ebene auftrifft, diemit dem 
Boden des Gefäßes zusammenfällt? 
Mit welcher Geschwindigkeit strömt 
Wasser aus der Öffnung eines Behälters, 
die in einer Höhe A = 0,15m über 
dessen Boden liegt, wenn es in waage- 
rechter Entfernung d = 0,2 m auf eine 
Ebene trifft, die mit dem Behälterboden 
zusammenfällt? 

In welcher Zeit fließt die Hälfte der in 
einem zylindrischen Gefäß mit dem 
Querschnitt A enthaltenen Flüssigkeits- 
menge durch eine kleine kreisförmige 
Öffnung am Boden des Gefäßes vom 
Querschnitt A,ı, wenn der Veren- 
gungskoeffizient: des ausströmenden 


Flüssigkeitsstrahls den Wert v und 


wenn der anfängliche Flüssigkeitsspiegel 
im Gefäß die Höhe A, hat? 

Eine Injektionsspritze hat eine Kolben- 
fläche der Größe Aı = 1,2 : 10°* m, 
Öffnung eine Fläche A, = 
= 1 10° m?. Wie lange fließt aus der 
waagerecht gehaltenen Spritze Wasser 
aus, wenn auf den Kolben eine Kraft 
F=4)9N ausgeübt und der Kolben 
dabei um einen Weg /=4-10"?m 
verschoben wird? Die innere Reibung 
der Flüssigkeit wird vernachlässigt. 
Aus einer Öffnung mit der Querschnitts- 
fläche A fließt ein Wasserstrahl der 
Dichte e mit der Geschwindigkeit v in 
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waagerechter Richtung aus und prallt 
auf eine Wand, die sich .mit der Ge- 
schwindigkeit u < v in gleicher Rich- 
tung fortbewegt. Mit welcher Kraft 
wirkt das Wasser auf die senkrechte 
Wand, wenn wir annehmen, daß der 
Wasserstrahl sich nach dem Aufprall 
auf die Wand nach allen Seiten gleich- 


mäßig verteilt (Bild 78)? Bei welcher Ge- 


schwindigkeit u ist die an die Wand 
übertragene Leistung des Wasserstrahls 
ein Maximum? 


—- Be 
ne 
== Y u 
ZN 
SS 
\ 
Bild 78 


Eine Stahlkugel mit dem Radius r = 
=2:10"?m und der Dichte oe, = 
= 7,710? kgm°? fällt frei in Öl der 
Dichte 02 = 0,9 : 10°? kgm”? und der 
Viskosität n = 22 gcm-!s-!. Bestim- 
men Sie die stationäre Endgeschwindig- 
keit der fallenden Kugel. 

Bestimmen Sie die Oberfiächenspan- 
nung einer Flüssigkeit der Dichte e = 
= (0,9: 10°?kgm“?, die in einer Kapil- 
lare vom Durchmesser d = 1,5 : 10°? m 
um den Betragh = 15 - 10°? müber die 
umgebende Flüssigkeit aufsteigt unter 
der Voraussetzung völliger Benetzung. 
Zwei Glaskapillaren mit den Radien 
Fr = 1-10’ m und r, = 1,5 - 10-3 m 
sind in Wasser getaucht. Berechnen Sie 
die Oberflächenspannung des Wassers, 
wenn die Höbendifferenz der Wasser- 
säulen in beiden Kapillaren Ah = 
= 4,9 - 10”? m beträgt und wenn völlige 
Benetzung vorausgesetzt wird. 
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Als ungedämpfte harmonische Bewegung wird die Bewegung eines Massenpunktes 
bezeichnet, die unter der Wirkung einer Kraft erfolgt, die der Auslenkung des Massen- 
punktes aus seiner Gleichgewichtslage proportional und zur Gleichgewichtslage, 
dem sog. Mittelpunkt der harmonischen Bewegung, hin gerichtet ist. Im allgemeinen 
Fall ist die Bahn der harmonischen Bewegung eines Massenpunktes elliptisch. Im 
Sonderfall kann sie eine Kreisbahn oder auch eine Gerade sein. Die Bewegungs- 
gleichung eines Massenpunktes der Masse m, der eine einfache harmonische un- 
gedämpfte Bewegung auf einer Geraden ausführt, hat die Form 


d’x _ 


m a 
dt? 


wobei x die Auslenkung des Massenpunktes aus der Gleichgewichtslage und X eine 
Konstante darstellt, die jene elastischen Eigenschaften der Vorrichtung charakte- 
risiert, durch die der Massenpunkt gezwungen wird, die harmonische Bewegung aus- 
zuführen. Die Zeitfunktion der Auslenkung als Lösung der angegebenen Bewegungs- 
gleichung hat die Form 


x=x,cos(wt +) 


(w — N kim ‚Xo Amplitude, » Phasenkonstante, wt + @ Schwingungsphase). Für die 
Periodendauer einer ungedämpften harmonischen Bewegung gilt die Beziehung 


7-22 |®. 
[ k 


Der Ausdruck » = 1/T wird als Schwingungsfrequenz bezeichnet. 

Wenn außer der Kraft F= —kx auf den Massenpunkt eine zur Geschwindigkeit des 
sich bewegenden Körpers proportionale und der Geschwindigkeitsrichtung entgegen- 
gesetzt gerichtete Kraft (Widerstand des Mediums) wirkt, dann führt der Massen- 
punkt eine gedämpfte harmonische Bewegung aus, und seine Bewegungsgleichung 
nimmt die Form an 


wobei o der Widerstandskoeffhizient des betreffenden Mediums ist. Für eine periodi- 
sche Bewegung lautet die Lösung der Bewegungsgleichung (05 > b?) 


x = xe"® cos(wt + 9), (1) 
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inder b = o/2mund wo = X o, — Bit, = N. k/m ist. Wie aus der Gl. (1) ersichtlich, 
nimmt die Amplitude der Schwingung exponentiell mit der Zeit ab. Der Quotient 
zweier aufeinanderfolgender maximaler Ausschläge nach der gleichen Seite wird als 
Dämpfung bezeichnet und ist durch die Beziehung 
x(t) _ xoe dt cos (wi + 9) 


Te u ee ee eye mm ae 


xt +T) xe’t+N cos[o(t +T) + o] 


gegeben, wobei 7 =2r/w die Periode der gedämpften harmonischen Schwingung dar- 
stellt. Der natürliche Logarithmus der Dämpfung ist das sog. logarithmische De- 
krement ö, das durch die Beziehung gegeben ist 

ö=1InA=DT. 


Wenn außer den obengenannten Kräften auf den Massenpunkt noch eine periodisch 
veränderliche äußere Kraft der Form F = F, sin w,t einwirkt, nimmt die Bewegungs- 
gleichung des Massenpunktes die Form an 


d?x 
m 
dt? 


= —kx - = + Fo sin wat. 
t 


Als Lösung dieser Gleichung erhalten wir für den stationären Zustand 
x=x%Ssin(w;t —- p), 


in der x, und © Konstanten darstellen, die durch die Beziehungen 


Fo 
a ee ee zur 
0 I [ [—KÖP°$®Ö$/]$"WFm) — mn 
/(w2 — 03)? + 4b? 01 -@ 


bestimmt werden, wobei @, = k/m und b = o/2m ist. 

Wir sprechen davon, daß ein Massenpunkt unter der Wirkung einer äußeren Kraft 
erzwungene Schwingungen ausführt, und zwar mit der Kreisfrequenz dieser äußeren 
Kraft. Wie ersichtlich, ist die Amplitude solcher erzwungener Schwingungen von @, 
abhängig. Wenn w, so groß ist, daß x, einen maximalen Wert annimmt, dann tritt 
Resonanz ein. 

Wenn ein Massenpunkt gleichzeitig zwei verschiedene Schwingungsbewegungen aus- 
führen soll, dann ist in jedem Augenblick seiner resultierenden Bewegung die Aus- 
lenkung aus seiner Gleichgewichtslage durch die Vektorsumme der Auslenkungen 
gegeben, durch die der Massenpunkt im gegebenen Augenblick ausgezeichnet wäre, 
wenn er nur die eine bzw. die andere Schwingungsbewegung ausführen würde. Wir 
sprechen dann von einer Überlagerung von Schwingungen. Wenn es sich um die Über- 
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lagerung von parallelen Schwingungen handelt, geht die angegebene Vektorsumme 
der Auslenkungen in eine algebraische Summe über. | 

Wenn sich eine Schwingungsbewegung von einem Massenelement eines Mediums auf 
andere ausbreitet, sprechen wir davon, daß durch das Medium eine Welle läuft. Das 
Medium befindet sich in wellenförmiger Bewegung. Wenn die Auslenkungen der 
einzelnen Massenelemente des Mediums bei seiner wellenförmigen Bewegung überall 
und stets parallel zur Fortpflanzungsrichtung der Welle verlaufen, sprechen wir davon, 
daß die Welle eine Längswelle, eine Longitudinalwelle, ist. Wenn im Gegensatz hierzu 
die Auslenkungen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle verlaufen, sprechen 
wir von einer Querwelle, einer Transversalwelle. Für die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Longitudinalwellen v, bzw. für die der Transversalwellen v, in einem be- 
stimmten Medium gelten die Beziehungen 


= bzw. =,“ 
1% % 


[o Dichte des Mediums, E Zugelastizitätsmodul, G Schubmodul (Torsionsmodul) des 
Mediums). | | 

. Da in flüssigen Medien (Gase und Flüssigkeiten) G = 0 ist, können sich in ihnen nur 
Longitudinalwellen ausbreiten. Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Wellen 
in einem gasförmigen Medium gilt 


(p Druck im Gas, o Dichte, x Poıssonsche Konstante, vgl. 2.3.). 
Unter Wellenlänge verstehen wir die Strecke, die eine Welle innerhalb eines gegebenen 
Mediums während der Periodendauer 7 zurücklegt. Hierfür gilt 


A=uvT, 


wobei v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der entsprechenden Welle in dem betref- 
fenden Medium ist. 

Die Vibration ist ein Sonderfall der wellenförmigen Bewegung. Sie stellt eine stehende 
Welle dar. Alle Elemente z. B. eines linearen Massengebildes führen bei Vibration 
gleichzeitig eine Schwingungsbewegung aus. Die Amplitude der Schwingungen der 
einzelnen Elemente ist jedoch nicht gleich, sie ist von der Lage des jeweiligen Elements 
abhängig. Diejenigen Elemente des Gebildes, die bei der Vibration eine Nullamplitude 
haben, befinden sich während der Vibration ständig in Ruhe. Man nennt die Punkte, 
an denen sie sich befinden, Knoten. Diejenigen Punkte, an denen maximale Ampli- 
tuden auftreten, werden dagegen Bäuche genannt. Sie liegen immer zwischen zwei 
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Knoten. Der Abstand zwischen jeweils zwei benachbarten Knoten entspricht einer 
halben Wellenlänge, so daß der Abstand zwischen einem Knoten und dem ihm nächst- 
liegenden Bauch 4/4 beträgt. Die Punkte, die auf zwei verschiedenen Seiten eines 
Knotens gleichauf liegen, haben eine Phasendifferenz vom Betrag r. Man sagt, sie 
schwingen mit entgegengesetzter Phase. 

Auch für die Wellenlänge einer stehenden Welle gilt die Beziehung A = vT, in der v 
die Geschwindigkeit der fortschreitenden Welle in einem Medium bedeutet, das sich 
im Zustand einer stehenden Welle befindet. Für eine Saite, deren Längeneinheit eine 
Masse vom Betrag u hat und die durch eine Kraft F gespannt wird, gilt 


E 
v=_|—. 
u 


Wenn eine Welle auf die ebene Trennfläche zweier verschiedener Medien auftrifft, 
wird die Welle einmal in das ursprüngliche Medium hinein reflektiert, zum anderen 
aber tritt siein das angrenzende Medium über. Wir sprechen dann von einer Wellen- 
brechung. Es ändert sich jedoch für den übertretenden Teil der Welle der Winkel 
zwischen Fortpflanzungsrichtung und der auf der Trennfläche stehenden Normalen. 
Dabei ist der Reflexionswinkel der Welle p, ihrem Einfallswinkel gleich. Einfalls- 
winkel @, und Brechungswinkel o, erfüllen die Bedingung 

sin9ı _ dı 

sin® 
in der v, bzw. v, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle im ersten bzw. zweiten 
Medium bedeutet. Im Falle, daß v, > v, ist, wird 9, > p,. In diesem Falle beträgt 
bei einem bestimmten Winkel % = 9% und 9, = 90°. Wenn 9, > 9. Ist, dann tritt 
die Welle nicht mehr in das andere Medium über, und es entsteht Totalreflexion. Der 
Winkel &, wird Grenzwinkel genannt. 
Als Schall bezeichnen wir denjenigen Sonderfall einer Welle, die wir mit dem Gehör 
wahrnehmen können. Wenn die Quelle der Schallwellen und der Beobachter, der 
diese wahrnimmt, zueinander relativ bewegt sind, dann äußert sich die Schallfrequenz 
für den Beobachter anders als in dem Fall, da sich beide relativ zueinander in Ruhe 
befinden. Wenn sich der Beobachter — bezogen auf das Medium (Luft, von der wir 
voraussetzen, daß sie sich in Ruhe befindet) - mit einer Geschwindigkeit v und die 
Schallquelle mit einer Geschwindigkeit u in gleicher Richtung bewegen, dann ist nach. 
dem Dopplerschen Prinzip der Zusammenhang zwischen der Schallfrequenz v’, die der 
Beobachter wahrnimmt, und der Frequenz », die er wahrnehmen würde, wenn er sich 
relativ zur Schallquelle in Ruhe befände, durch die Beziehung 


Ze 
v’= y 
c-u 
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gegeben, in der c die Schallgeschwindigkeit in Luft darstellt. Wenn v < u ist, dann ist 
v' > v. Für den Fall, wo v und u einander entgegengerichtet sind, nähern sich Beob- 
achter und Schallquelle einander, und es gilt die Beziehung 


‚ c+v 
"= y 


CU 


Unter dem Lautstärkepegel eines beliebigen Schalls verstehen wir die durch die Be- 
ziehung 
L=|1g & 
Jo 
definierte Größe, in der J die physikalische Intensität des entsprechenden Schalls ist 
und J, = 10-16 Wcm-? die sog. Schallschwelle, d. h. die physikalische Intensität des 
Normaltons mit einer Frequenz von 1000 Hz, die von einem durchschnittlichen 
menschlichen Ohr gerade schon nicht mehr wahrgenommen wird, bedeutet. Unter der 
Wellenintensität verstehen wir eine Größe, die zahlenmäßig der Energiemenge gleich- 
kommt, die in der Zeiteinheit durch eine senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung der 
Welle gelegene Flächeneinheit hindurchtritt. 


B Beispiele 


100. Ermitteln Sie Amplitude und Phasenkonstante der ungedämpften harmonischen Be- 
wegung eines Massenpunktes auf einer Geraden, wenn der Massenpunkt zur Zeit t = 0 
durch die Auslenkung vom Betrag X, = 5 cm und die Geschwindigkeit vo = 20 cm s-! 
ausgezeichnet war und seine Bewegungsfrequenz » = 1 s”! betrug. 


Lösung 


Für die Auslenkung aus der Gleichgewichtslage gilt bei einer ungedämpften harmoni- 
schen Bewegung die Beziehung 


x=xcos(wt +p), 


in der die Amplitude x, und die Phasenkonstante p aus den Anfangsbedingungen be- 


stimmt werden können. Wegen : 
dx j 
v = — = —x00 sin (wt + p) 
di 
kann man entsprechend der Aufgabenstellung für den Zustand zur Zeit ? = 0 wie folgt 
schreiben: 


Xo =xX0oCO0osg, 
to = X sin d, 


126 


101. 


]l. Mechanik 


woraus resultiert 
2 2, ® 
xo = An —— Xt+ ——— = 5,92 cm 
142) TV , —— 


und weiterhin 


oder 
o = —32° 30’, 


Untersuchen Sie die Bewegung einer Kugel, die sich in einem geraden, durch den Erd- 
mittelpunkt gehenden Kanal befindet, wenn vorausgesetzt wird, daß die im Erdinnern 
auf die Kugel wirkende Kraft gerade proportional zum jeweiligen Abstand Massen- 
punkt - Erdmittelpunkt ist. Die Kugel werde mit der Anfangsgeschwindigkeit Null in den 
Kanal hinab losgelassen. Es ist die Zeit zu ermitteln, in der die Kugel von der Erdober- 
fläche bis zum Erdmittelpunkt gelangt, sowie die Geschwindigkeit, mit der sie ihn pas- 
siert. Der Erdradius beträgt r = 6370 km. 


Lösung 


In Bild 79 gilt für die Kraft, die gemäß der Aufgabenstel- 
lung auf die Kugel wirkt, 


F= —kx, 
so daß sich 
d?x k : 
ir = — = x Bild 79 


ergibt. Auf der Erdoberfläche ist die angegebene Kraft gleich dem Gewicht der Kugel, 
so daß man findet 
mg 


kr = mg, d.h., Dane 


Man kann also weiter schreiben 


di? mr 
und somit 
2 

dx RR 

di? . 


wenn wir die Bezeichnung g/r = w? einführen. 
Als Lösung dieser Gleichung finden wir den Ausdruck 


x=xXc0os(wt +p). 
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Zur Zett=0istx=jr,d.h,xo =runde = 0, somit 


& 
x=rcos ‚| —1. 
r 


Für die Zeit, welche die Kugel für den Weg bis zum Erdmittelpunkt benötigt, gilt 


T 
res, [En =0, also eh, 
r r 2 


und damit finden wir 


x /r 
ı =< # = 20,8 min. 
2Ng 


Für die Geschwindigkeit der Kugel gilt 


dx JE 12 
v= —=-—r /—sin  [—t. 
di r r 


Den Erdmittelpunkt passiert die Kugel demnach mit der Geschwindigkeit 


er, [sin Fe tı = 7,9kms-!. 
r r —_——— 


Eine horizontal angeordnete kreisförmige Platte A (Bild 80) 
führt in senkrechter Richtung Schwingungen mit der Ampli- 
tude xo = 0,75m aus. Wie groß darf die Schwingungsfre- 
quenz der Platte im Höchstfall sein, damit sich der Körper B, 
der frei auf ihr liegt, nicht von seiner Unterlage ablöst? 


Bild 80 


Lösung 


Die in der Aufgabe gestellte Bedingung wird dann erfüllt, wenn im Punkt mit der maxi- 
malen Beschleunigung der Platte in abwärtiger Richtung diese maximale Beschleunigung 
den Wert der Erdbeschleunigung erreicht. Für die Auslenkung der Platte aus ihrer 
Gleichgewichtslage gilt | 


Xx=xXo C0s wr, 
und für die Beschleunigung der Platte erhalten wir 


d?x 
di? 


= — x0? coswt = —w?x. 


Die Beschleunigung hat also jeweils maximale Werte in den Punkten maximaler Aus- 
lenkung. Die in der Aufgabe gestellte Bedingung wird also bei einem solchen maximalen 
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Wert für » erfüllt sein, für. den gilt 
0x=g d.h, vw=23m= 24 i 
woraus wir finden 


1 g 1 Ro ms-? | 
= — I = | — =0,575 ss", 
ö 2TN x 2m 0,75 m Ve / 


Auf eine Waagschale der Masse M, die an einer Schraubenfeder mit dem Elastizitäts- 
koeffizienten % aufgehängt ist (Bild 81), fällt aus der Höhe Ah ein Körper der Masse m 
und bleibt nach dem Aufschlag darauf liegen. Die Waagschale beginnt nunmehr, eine 
Schwingbewegung auszuführen. Es ist die Amplitude der Schwingung zu bestimmen. 


Lösung 


Der Körper trifft auf die Waagschale mit einer Geschwindigkeit v,, deren Wert aus der 
Beziehung 


1 BERE 
T mv? = mgh, d.h, vu = ‚/2gh 


resultiert. 
Aus dem Gesetz von der Erhaltung des Impulses in einem abgeschlossenen System er- 
halten wir die Beziehung 

mv, = (m + M),, L 


in der v die Geschwindigkeit darstellt, mit der sich Waagschale und 
Körper zusammen in Bewegung setzen. Für die Geschwindigkeit gilt 


mv; m un 
— = Zeh. 
ENT Tag NE 


In der Anfangsstellung ist die Schraubenfeder aus der Gleichgewichts- 
lage ausgezogen, in der sie sich im unbelasteten Zustand befinden würde. 
Für den Betrag der Auslenkung / gilt 

M;, ni 

Mg=kl, d.h, I= = Bild 81 

Aus dem Satz von der Erhaltung der Energie, der besagt, daß die Arbeit, die Kräfte 
längs eines bestimmten Weges an einem Körper verrichten, gleich der Zunahme seiner 
kinetischen Energie ist, ergibt sich 


xo 1 
W= — | kxdx + m+ M)gio —) = -— (m + M)o, 
I 


1 1 
7 ka —- P)= „ m+M) 2gh +(m + M)ge(xo —)), 


m? 
(m + M)? 
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wobei x, zur maximalen Auslenkung der unbelasteten Feder aus ihrer ursprünglichen 
Gleichgewichtslage gehört. Wenn wir in diese Gleichung / = Mg/k einsetzen, erhalten 
wir nach der Umformung 


2 _ 2(M --m)g nn 2m?gh M(M +2m) „_ 0 
: k oT MEmk PR en 
woraus folgt 
ne M-+m ri er 2m?gh 
= EN E "Mrmk' 


Zusammen mit dem daraufgefallenen Gewicht wird die Waagschale eine Schwingung 
um eine Gleichgewichtslage ausführen, die von der Gleichgewichtslage der unbelasteten 
Schraubenfeder um den Betrag /’ entfernt ist, für den gilt 


(n + M)g=Kkl. 


Die Amplitude der Schwingung ist dann 


, m?g? 2m?gh 
u ee 


104. Die Bewegung eines Massenpunktes wird durch die beiden Gleichungen x = a cos?kt 
und y = asin?kt bestimmt, wobei a und k Konstanten sind. Es ist die Bewegungsbahn 
des Massenpunktes und das dieser Bahn entsprechende Bewegungsgesetz zu ermitteln. 


Lösung 


Um die Bewegungsbahn zu ermitteln, streichen wir in den angeführten Gleichungen 
die Zeit und erhalten 


x-y=a. 


Es ist dies die Gleichung einer Geraden (Bild 82). Zur Zeit 
t=0istxo = aundyo = 0,so daß sich der Massenpunkt 
zu diesem Augenblick im Punkt Mo befindet. Zur Zeit 
tı = r/2k istxı =0O undy, =a,so daß sich der Massen- 
punkt in Mı befindet. Zur Zeit 7, = 21, = n/k erhalten wir 
x2=aund y =(0, so daß sich der Massenpunkt wieder . Bild 82 

in Mo befindet, von wo aus sich die ganze Bewegung wie- 

derholt. Der Massenpunkt vollführt also auf der Strecke M,Mı eine Schwingungs- 
bewegung, deren Periodendauer durch 


RE 
zur 
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gegeben ist. Für die Geschwindigkeitskoordinaten des Massenpunktes gilt 


De = = —2ak cosktsinkt = —ak sin 2kt, 


d 
ı,= en = 2ak sin kt cos kt = ak sin Akt. 
Für den Wert der Geschwindigkeit ergibt sich somit 


v= [v2 +02 = ./2 ak sin kt. 


Wenn wir die Entfernung des Massenpunktes vom Punkt Mo. (wo sich der Massenpunkt 
zur Zeit t = 0 befand) mit dem Symbol s bezeichnen, dann gilt offenbar 


v- - = /2 ak sin 2kt, 
so daß wir finden 
> 
s-— u cos 2kt + C. 


Der Wert der Konstanten C resultiert aus den Anfangsbedingungen, die besagen, daß 
zur Zeitt=0auchs =0ist. 


Es ist 
a./2 
G= Sar R 


und damit nimmt das Bewegungsgesetz die Form an: 


a 


s= L (1 — cos 2kt) = a,/2 sin? kt. 


‚Wie groß ist die Frequenz der ungedämpften harmonischen Bewegung eines Massen- 


punktes der Masse m = 0,002 kg, wenn die Amplitude seiner Schwingung xo = 0,1m 
und seine Gesamtenergie bei dieser Bewegung gleich 1 Joule ist? 


Lösung 

Die Gesamtenergie eines Massenpunktes, der eine ungedämpfte harmonische Schwin- 

gung ausführt, ist durch die Summe von kinetischer und potentieller Energie gegeben: 
W = W. + W,. . 

Da x = x, cos (wf + 9) ist, ergibt sich die Geschwindigkeit zu 


v= - = —X0oW sin (ot + 9), 
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so daß wir finden 


1 1 
M=- mv = 5 mxgw? sin? (ot + 9). 


Für die potentielle Energie eines Massenpunktes, der sich in einem Abstand x von seiner 
Gleichgewichtslage befindet, gilt 


1 1 
W, = ji kxdı = Z kx? = 5; mxgw? cos? (ot +), 
0 


da w? = k/m ist. Die Gesamtenergie ist dann 


1 1 


W=W,+Wı = 2, mx3w? 5 mx3 An?v? = 2ntmx3V2. 


Für die gesuchte Frequenz erhalten wir somit 


= 50,35 s-1, 


v= 


Va - R FERESEEE EIERN 9,86 °2- = ®?kg10-2m? 


Wie groß ist das logarithmische Dekrement bei der harmonischen gedämpften Schwin- 
gung eines Massenpunktes, wenn dieser nach 10 s Bewegungsdauer 50 %/ seiner mechani- 
schen Energie verliert und wenn die Periodendauer der gedämpften Schwingung den 
Wert T=2shat? 


ny 


Lösung 


Die Gesamtenergie eines Massenpunktes, der eine harmonische Bewegung ausführt, ist. 
in einem bestimmten Augenblick t durch die Beziehung 


1 
W, = cr exe 
gegeben, in der die Größe x,, seine momentane Schwingungsamplitude darstellt. Es 
gilt also 


1 2 
m 3 
m 1,, x 2’ 
z > kxo ” 
d. h., 
Kor 
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Es ergibt sich weiterhin 


t 
ER 


Xor KXoe T ER 1 
en Te 
Xo Xo 32 
so daß wir finden 
t 1 T 28 
—Ö ne a .n. Ö = — 2 —— > 0) . 
T > In2, d.h., 5; In >10: 0,693 ‚0693 


Bei der Beobachtung einer gedämpften Schwingung wurde festgestellt, daß sich die 
Schwingungsamplitude nach zwei aufeinanderfolgenden Auslenkungen auf die gleiche 
Seite um 60% verringerte und daß die Periodendauer 7 = 0,5 s betrug. 


Ermitteln Sie die Dämpfungskonstante sowie die Frequenz der ungedämpften Schwin- 


gung, die unter sonst gleichen Bedingungen vorliegen würde. 


Lösung 


Für das logarithmische Dekrement der gedämpften Schwingung gilt 
S=-hnlt=9r. 
‘2 


Gemäß der Beobachtung finden wir x2 = */ıo Xı, so daß wir für den Dämpfungs- 
koeffizienten bekommen 


bed 


io 
4 


b= — =183 st. 
‚Is 2 


je) 


Für die Kreisfrequenz der ungedämpften Schwingung gilt 
wo = w? + b? 


und für die Frequenz 


b? 1 b? 1 (1,83 s-!)? 
2 == 2 = — FR EEE = -2 
Rene An? T? T Ar? 0,5? s? = Ar? OR, 
also 
vo = 2,02 s! 
Die Resonanzamplitude eines Massenpunktes, der eine erzwungene harmonische 


Schwingung ausführt, ist zu berechnen, wenn seine Masse n = 0,1 kg, die Kreisfrequenz 


seiner Eigenschwingung og = 20 s-!, der Dämpfungskoeffizient b=3s"! sowie die an- 


greifende Kraft F = 10N ist. 
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Lösung 


Für die Amplitude eines Massenpunktes, der eine erzwungene Schwingung vollführt, 
gilt die Beziehung 
F 


m 
(03 — w2)? + 4b?w2 


Sie wird für einen solchen Wert der Kreisfrequenz wz., maximal sein, für den 


X“o = 


dxo 

ua 

dw 
ist, d. h. für den der Nenner des oben angegebenen Ausdrucks ein Minimum aufweist. 
Dies ist demnach dann der Fall, wenn 


—2(w3 a 02) 20 + 8b?w = 0 
ist. Für die gesuchte Resonanzkreisfrequenz ergibt sich aus dieser Gleichung 
Opes = Yw2 — 2b? = 19,54 5-1, 


und für die Resonanzamplitude erhalten wir nach Einsetzen von ®,,, in den Ausdruck 
für xo den Wert 
F 


m 


KÄoRes — TT 
ö 2b ./oR — b? 


Ermitteln Sie Amplitude und Phasenkonstante einer resultierenden harmonischen 
Schwingung, die durch Überlagerung zweier zueinander parallel verlaufender Schwin- 
gungsbewegungen 

X*ı = Xoı COS (wt + 9%); X2 = Xo2 COS (ot + 92) 


= 84,3 cm = 0,843 m. 


entsteht, wenn xı = xXo2 = 0,05 m, 91 = 30°, 92 = 60° beträgt. 


Lösung 


Für die resultierende Bewegung wird gelten: 
x=xı +%2 = %oı 008 (wt + 91) + Xo2 COS (wtf + 92) = 
= Xo1(COS w/ cos 9, — sin wE sin 91) + Xo2(C0S I cos 9, — sin wisin 9) = 
= C0S #HXoı COS Y%ı + Xo2 COS 92) — sin wHXoı SIN Pı + Xo2 SiN 95). 
Mit den Bezeichnungen 
Xo1ı COS Y9ı + X02 C0OSP2 = X0 COS 95 


X sin Y9ı + Xo2 Sin 9 = x% sin (1) 
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erhalten wir 
x = Xo (COS WI COSP — sin wisinYp) = xXo COS (wi RB 9»). 


Das bedeutet: Die resultierende Bewegung ist ebenfalls eine harmonische mit der 
gleichen Frequenz, mit der Amplitude xo und der Phasenkonstanten 9, für die sich aus 
Gl. (1) ergibt 


xo = fx + x22 + 2X01%02 cos (92 — 91) = 0,0965 m; 


AR Xo1 sin Yo + Xo2 sin 1723 


tanp = 
X%01C0SYı + X02 COS 92 


=1, also 9 =45". 


Zwei parallele Schwingungsbewegungen von gleicher Amplitude und gleicher Phasen- 
konstante miteiner Periodendauer nur geringen Unterschiedes (7; = 3 sundT; = 3,1) 
überlagern sich zu einer resultierenden Bewegung. Ermitteln Sie die Periodendauer der 
resultierenden Schwingung und die der Schwebung. 


Lösung 


Für die einzelnen Schwingungsbewegungen kann geschrieben werden: 


xı =x% sin (wıt + 0); oo =xX sin (wzt +9). 
Für die resultierende Schwingung wird dann gelten: 
x=xX + = x%sin(wt+9) +xXsin(wzt +p) = 


E— 
2 


W2 701 .. 
= 2x0 cos ——. — !sin +9). 


Demnach können wir für die Periodendauer der resultierenden Schwingung schreiben 


= Dr u Ar _ 2 u 2 _ 
03 + woct+tn © 0% 1 1 
2 2re 2r T, T, 
2Tı Tr 
= — 3,05 s 
T, +T 


Da sich die Amplitude der resultierenden Schwingung mit der Zeit periodisch ändert, 
können wir für die Periodendauer der Amplitudenänderung schreiben 


Während einer Periode der Amplitudenänderung entstehen zwei Verstärkungen und 
zwei Abschwächungen der Amplitude, d. h. zwei Schwebungen, deshalb können wir für 
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die Periodendauer der Schwebung schreiben: 


Ermitteln Sie die Bahn der resultierenden Bewegung, die bei der Überlagerung zweier 
senkrecht zueinander gerichteter harmonischer Schwingungsbewegungen mit gleichen 
Amplituden der Größe A = xo = yo = 0,05 m und gleicher Periodendauer, wenn die 
Phasendifferenz beider Bewegungen gleich r/2 ist. 


Lösung 


Für die resultierende harmonische Bewegung, die durch Überlagerung der beiden an- 
gegebenen harmonischen Bewegungen auf zwei senkrecht zueinander orientierten 
Geraden entsteht, gilt allgemein 


?=ücosot + sin wi = (a, cos wt + b,sinoNi + (a, cos wt + b,sin wf) J. 
Wenn wir festhalten: 

a =X5Np, A,=yoSing,, 

b»=x0C08 9, by,=yoC0sp,, 
dann gilt 

ot /ja+b, y=+tY)a+B, 

tan o, = n tan 9, = z 


Beide vorstehend angeführten Wurzeln sind mit positivem Vorzeichen versehen, weil 
die Größen x, bzw. yo die Bedeutung von Amplituden harmonischer Bewegungen 


| haben; sie können daher nur positiv sein. Danach ergibt sich 


Q, C0S wt + b,sinwot = x sin (wt + 9,), 
a, cos wtf + b, sin of = yo sin (wtf -+ 9,) 
und f=xsin(wot +9, )i + yosin(wot + 9,)J. 


Die in Richtung der x-Achse stattfindende Bewegung ist gegenüber der in Richtung der 
y-Achse verlaufenden durch ein Vorauseilen der Phase gekennzeichnet: 9, — $,. Durch 
geeignete Wahl des Anfangszeitpunkts aber können wir erreichen, daß p, = 0 ist. 
Wenn wir dann schreiben 9, = p und 9, = 0, erhalten wir 


F=xsin(wt +9p)I + ysinwt]). 
In unserem Fall ist o=r/2undxo = yo = A = 0,05 m. Damit ergibt sich 


?=Acoswt -i+Asinot-j, 


136 


112. 


113. 


I. Mechanik 


da 
Acoswt=x, Asinwt=y 
und 
r=x+y, 
wobei r = A = 0,05 m ist. Demnach ist die Bahn der resultierenden harmonischen 
Bewegung eine Kreislinie vom Radius r = 0,05 m. 


Longitudinalwellen in Stahl sollen sich mit einer Geschwindigkeit vı = 5100 ms“! 
ausbreiten. Wie groß ist demnach die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Transversal- 
wellen, wenn die Poısson-Zahl # = 3,1 ist? 


Lösung 


Für die Fortpflanzung der Longitudinalwellen mit der Geschwindigkeit v, und die der 
Transversalwellen mit v, gelten in einem bestimmten Medium die Beziehungen 


RL R 
U = —,. D3-— = 
| 1% 0 


(E Zugelastizitätsmodul, G Schubmodul, oe Dichte des entsprechenden Stoffes). Aber 
es ist auch 


G WE u 5 
u öl, 
2(#u +1) 2(u+N1) 
so daß wir erhalten 
400] J Mu _ 
vu= |——— op ——— = 5100 ms! 0,61 = 3l1lms-!. 
® a "N Xu+1) Ä — 


In einer KunpTschen Röhre erzeugen wir mittels eines Stahlstabs der Länge / = 1,20 m 
eine stehende Welle. Die Röhre ist mit Wasserstoff gefüllt; der Abstand zwischen zwei 
benachbarten Knoten der stehenden Welle wurde durch Messung zu 0,288 m bestimmt. 
Wie groß ist die Schallgeschwindigkeit im Wasserstoff, wenn diejenige im verwendeten 
Stahl mit v, = 5300 m s”! angegeben wurde? | 


Lösung 


Für die im Stab entstehende Wellenlänge gilt 
As =0vT 

und für die Wellenlänge im Wasserstoff entsprechend 
A=ılT. 

Durch Dividieren beider Gleichungen ergibt sich 
As 
7 


Us 
ei 
® 
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114. 


so daß wir für die gesuchte Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle im Wasserstoff 
erhalten 


v = — Us 
Ss 


Da A; = 2/ = 2,40 m und } = 2: 0,288 m = 0,576 m ist, ergibt sich die-Geschwindig- 
keit im Wasserstoff zu 
0,576 m 
2,40 m 


-5300 ms"! = 1272ms-. 


Die Schallgeschwindigkeit in Sauerstoff beträgt unter Normalbedingungen 317,2 m s-t, 
Wie groß ist das Verhältnis der spezifischen Wärmekapazitäten (Poissonsche Kon- 
stante) x = c,/c, für den Sauerstoff? 


Lösung 


Als Normalbedingungen bezeichnen wir die, bei denen die Gastemperatur t=0 °C 
und der Gasdruck p = 1 atm beträgt. Für die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Schalls 
gilt im Gas die Beziehung 


je? 
v= K— 
@ 


(oe Gasdichte, p Gasdruck). 
Hieraus folgt 
gu? 
u = —, 
p 


Die Sauerstoffdichte unter Normalbedingungen bestimmen wir unter Zuhilfenahme der 
Kenntnis, daß bei diesen ein Grammolekül Sauerstoff (und darüber hinaus jedes anderen 
Gases überhaupt) ein- Volumen von Vo = 22,41 beansprucht. Es ist also 


u 328g 328 
. Vo 22,4 ] 22,4 ° 10? cm? 9 g cm N 


wobei m = 32 g die Masse eines Grammoleküls Sauerstoff bedeutet. Für den Druck p 
kann dann geschrieben werden | 


p=1atm = 1,01325 - 10° Nm"? = 1,01325 - 10° gem! s?, 

Wir erhalten schließlich 
1,428 - 10°? g cm“? (3,172)? - 108 cm? s-? 
MU TTm—mm—mmmm—m—m—m—mmmltt —  — —  n 


gcms-? 


——,— 


= 1,42. 


1,01325 - 10° 
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115. Die Grundfrequenz einer Saite der Länge / = 2 mmit einer Masse je Längeneinheit von 
# = 1,5 gcm“! habe den Wert » = 2 s-!. Durch welche Kraft wird die Saite gespannt? 
Lösung 


Für die Grundwellenfrequenz einer Saite gilt die Beziehung 


in der v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Transversalwelle in der Saite bedeutet. 
Weiter gilt | 


PEBEE 


u 


9 


Pa 


wobei F die Kraft darstellt, mit der die Saite gespannt wird. u ist die Masse der Längen- 
einheit. Nach Einsetzen des Wertes für v erhalten wir | 


so daß sich ergibt 


F= 4Pv2u = 4-4: 10% cm? -45"?- 1,5 gcm"! = 9% -10*gcms"? = 9,6N. 


116. Bis zu welchem maximalen Einfallswinkel darf eine Schallwelle auf die Trennfläche 
zwischen den beiden Medien Luft und Wasser auftreffen, damit sie noch ins Wasser 
übertritt? Die Schallgeschwindigkeit im Wasser sei v2 = 1450 m s“!, in Luft bei ge- 
gebener Temperatur v, = 340 ms". 


Lösung 
Der Schall wird bei allen jenen Einfallswinkeln ins Wasser übertreten, die kleiner sind 
als der Grenzwinkel 90, für den gilt 


sin 90 ®ı dh r [2] 
m, (Ge (eu N ü ., ın III men nn 
DDR =” vr 1450 m s-! 


= 0,23448, also 9, = 13°33°, 


Damit die Schallwelle ins Wasser übertritt, muß also ihr Einfallswinkel kleiner als der 
berechnete Wert von 13° 33” sein. 
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117. Ein Beobachter bewegt sich auf der geraden Verbindungslinie mit einer Geschwindigkeit 


118. 


v = 10ms! auf eine Schallquelle zu, die sich ihrerseits mit der Geschwindigkeit 
u = 5m s-! in Richtung auf den Beobachter zu bewegt. Beide Geschwindigkeitsangaben 
beziehen sich auf das ruhende Medium Luft, in dem sich der Schall ausbreitet. Welche 
Schallfrequenz nimmt der Beobachter wahr, wenn die Schallquelle einen Ton von der 
Frequenz » = 500 s-! erzeugt und wenn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalls 
bei der gegebenen Temperatur c = 340 m s-! beträgt? 


Lösung 


Nach dem Dopprerschen Prinzip gilt für die Frequenz, die vom Beobachter wahr- 
genommen wird, im vorliegenden Fall 


c+v (40 +10ms-! 


u 0 
erg eTerTTea . 


vv = 


Um welchen Betrag steigt der Schallpegel, wenn sich die physikalische Intensität eines 
Schalls auf das 5fache erhöht? 


Lösung. 


Für den Lautstärkepegel eines beliebigen Schalls, der in der Einheit Dezibel ausgedrückt 
wird, gilt die Beziehung 


J 
L=10lg— 
J ET,’ 


in der Jo = 10°1° W cm? die Intensität der Schallquelle eines Normaltons von 1000 Hz 
darstellt, die gerade schon nicht mehr wahrgenommen werden kann. Wenn die Intensität 
eines beliebigen Schalls zunächst den Wert J, hat und dann auf J, = 5 J, ansteigt, dann 
gilt für die Lautstärkepegel dieser Schallerscheinungen 


Jı 
Lı =10lge 
1 g Jo e} 
Jr 5J, 
IL =10egZ=101l8e I. 
z I; ar, 
Es ergibt sich also 
5J J 
IL; —Lı=10 (18 == 187) =10185%x2.7dB. 
Jo Jo PEBBIERREER: 


Der Lautstärkepegel erhöht sich also annähernd um 7 Dezibel. 


140 


A 


118. 


119. 


120. 


121. 


122, 


123. 


1. Mechanik 


Aufgaben 


Berechnen Sie die Periodendauer der 
harmonischen Bewegung eines Massen- 
punktes der Masse m = 0,010 kg, wenn 
die Kraft, welche die Schwingung dieses 
Massenpunktes verursacht, bei der Aus- 
lenkung x = 0,03m den Wert F= 
= (0,05 N aufweist. 

Eine horizontale Platte führt in waage- 
rechter Richtung eine harmonische Be- 
wegung mit der Periodendauer 7’=5s 
aus. Ein Körper, der auf der Platte liegt, 
beginnt auf ihr zu gleiten, wenn die 
Amplitude der Schwingungen den Wert 
X%o = 0,5 m erreicht. Wie groß ist der 
Reibungskoeffizient zwischen der Platte 
und dem auf ihr aufliegenden Körper? 
Auf einer Platte liegt ein Körper mit 
der Masse m = 2 kg. Die Platte führt 
eine harmonische Bewegung mit der 
Periodendauer 7 = 0,5s und der Am- 
plitude xo = 0,03 m in vertikaler Rich- 
tung aus. Definieren Sie die Kraft Fax 
mit welcher der Körper auf die Platte 
wirkt, und berechnen Sie die Ampli- 
tude dieser Kraft. - 

Das logarithmische Dekrement ge- 
dämpfter harmonischer Schwingungen 
habe den Wert ö = 0,02. Berechnen Sie, 
um welchen Betrag sich die Schwin- 


gungsamplitude nach 100 Schwingungen 


des Massenpunktes verringert. 

Wie groß ist der Dämpfungskoeffizient 
der gedämpften harmonischen Schwin- 
gungen eines Massenpunktes, wenn der 
Quotient zweier aufeinanderfolgender 
maximaler Auslenkungen des Massen- 
punktes zur gleichen Seite hin gleich 2 
ist und wenn die Periodendauer der ge- 
dämpften Schwingung den Wert 7’ = 
=0,5shat?Wie groß wäre die Perioden- 
dauer der ungedämpften Schwingung 
unter sonst gleichen Bedingungen? 

Ein Eisenbahnwaggon hat einschließlich 
Last eine Masse m = 50000 kg. Es 
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wurde festgestellt, daß der Waggon, 
der vier Federn hat, bei einer Geschwin- 
digkeit v = 12 ms! heftig zu schwan- 
ken beginnt, was durch das Überfahren 
der Schienenstöße verursacht wird. Die 
Schienenlänge beträgt / = 12,8 m. Wie 
groß ist der Elastizitätskoeffizient der 
Federn, wenn wir eine Dämpfung ver- 
nachlässigen? 

Ermitteln Sie die Amplitude der resul- 
tierenden harmonischen Bewegung, die 
durch Überlagerung zweier gleich ge- 
richteter harmonischer Schwingungen 
von gleicher Periodendauer und den 
Amplituden 0,03 m und 0,05m ent- 
steht, deren Phasendifferenz 60° be- 
trägt. 

Zwei harmonische Schwingungen mit 
annähernd gleichen Frequenzen über- 
lagern sich zu einer resultierenden 
Schwingung, die fünf Schwebungen in 
der Sekunde aufweist. Eine der Fre- 
quenzen hat den Wert fı = 40 s°!. Wie 
groß ist die andere Frequenz? 
Ermitteln Sie die Bahn der resultieren- 
den Bewegung, die bei Überlagerung 
zweier senkrecht zueinander gerichteter 
harmonischer Schwingungen mit den 
Amplituden 0,03 m und 0,05 m gleicher 


- Periodendauer und gleicher Phasen ent- 


steht. 
DieFortpflanzungsgeschwindigkeiteiner 
Schallwelle beträgt unter bestimmten 
Bedingungen in Luft v, = 330m s-! 
und in Wasser v, = 1450 ms-!. Die 
Normalenrichtungder Luftwelleschließt 
mit dem Wasserspiegel den Winkel 
o = 80° ein. Welcher Winkel entsteht 
beim Eintritt ins Wasser? 

Eine stehende Welle entstand durch 
Überlagerung zweier Wellen mit der 
Frequenz v =475s-!. Der Abstand 
zweier benachbarter Knoten beträgt 
1,5 m. Wie groß ist die Ausbreitungs- 
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geschwindigkeit der Welle in dem Me- 
dium? 

Berechnen Sie die Ausbreitungsge- 
schwindigkeit von Longitudinal- und 
Transversalwellen in Stahl der Dichte 
o = 7,8:10’kgm”?, wenn der Zug- 
elastizitätsmodul des betreffenden Stahls 
den Wert E=2:-10’N mm? und der 
Schubmodul den Wer G = 0,8 x 
x 10° N mm? hat? 

Wie groß ist die Schallgeschwindigkeit 
in Luft der Temperatur r, = 10 °C, 
wenn sie beieiner Temperatur 7, =20 °C 
den Wert v. = 340 m s-! hat? 
Ermitteln Sie das Verhältnis der spezifi- 
schen Wärmekapazitäten (Poissonsche 
Zahl) x = c,/c, für Helium, wenn be- 
kannt ist, daß die Schallgeschwindigkeit 
im Helium bei Normalbedingungen 
v = 940 m s-! beträgt. 

Mit Hilfe der KunpTschen Röhre soll 
die Schallgeschwindigkeit in Holz er- 
mittelt werden. Ein Holzstab, mit dem 
in der KunpTschen Röhre eine stehende 
Welle erzeugt wird, hat die Länge 
I! = 1,35 m. Durch Messung wurde der 
Abstand benachbarter Knoten der ste- 
henden Welle im Rohr zu 0,1m be- 
stimmt. Wie groß ist die Schallgeschwin- 
digkeit in Holz, wenn sie bei gleicher 
Temperatur in Luft den Wert v, = 
= 340 ms! hat? 
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Eine Lokomotive nähert sich einem Be- 
obachter mit der Geschwindigkeit v = 
20 ms-!. Wie hoch ist der Grundton 
des Pfeifsignals der Lokomotive, den der 
in Ruhe befindliche Beobachter wahr- 
nimmt, wenn ihn der Lokführer mit 
einer Frequenz » = 300 s-! hört und 
wenn die Schallgeschwindigkeit in Luft 
unter den gegebenen Umständen den 
Wert vo. = 340 ms! hat? 

Ein Auto nähert sich einem Radfahrer. 
Beide bewegen sich relativ zur Straße 
mit den Geschwindigkeiten u= 
72kmh! bzw.v =5 ms"! aufeinander 
zu. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit 
des von der Autohupe ausgehenden 
Schalls hat bei gegebener Temperatur 
den Wert c = 340 m s“!. Ermitteln Sie, 
auf das Wievielfache erhöht der Rad- 
fahrer den Ton des Hupsignals wahr- 


nimmt. 


Wenn wir eine Saite um 10 cm kürzen, 
erhöht sich ihre Grundfrequenz auf das 
1,5fache. Berechnen Sie die ursprüng- 
liche Länge der Saite, wenn in beiden 
Fällen ihre Spannung gleich groß ist. 
Wie groß ist die physikalische Schall- 
intensität, wenn der Lautstärkepegel 
des Schalls den Wert L=50dB an- 
nimmt? 


2. Wärmelehre und Molekularphysik 


2.1. Thermometrie und Kalorimetrie 


Als Wärme bezeichnen wir das objektive Maß einer Eigenschaft von Körpern, die bei 
einer Berührung des Körpers in uns Wärmeempfindungen hervorruft. Es ist dies eine 
Zustandsgröße, und wir messen sie in der Weise, daß wir den einzelnen Wärme- 
zuständen der Körper entsprechend einer bestimmten Vorschrift Zahlenwerte zu- 
ordnen. Auf diese Weise schaffen wir uns eine Temperaturskale. 

In der Praxis messen wir Temperaturen gewöhnlich mit Hilfe des Wärmeausdehnungs- 
vermögens von Flüssigkeiten oder der Wärmeausdehnung von Gasen. 

Wenn das Volumen einer beliebigen Flüssigkeit, das sich unter dem Einfluß von 
Wärme vergrößert, bei der Gefriertemperatur des Wassers den Wert V,, bei der 
Siedetemperatur des Wassers den Wert V,o0 und bei der gemessenen Temperatur den 
Wert V aufweist, dann wird die Temperatur wie folgt festgelegt: 


PR AEEIEE N e: (1) 


Vıoo Js Vo 


Wenn wir die Temperatur mit Hilfe von Gasdruckänderungen bei konstantem Volu- 
men messen, wird die Temperatur — die sog. Gastemperatur — durch 


= £_20_ 100 °C (2) 
Pıoo ” Po 


bestimmt (p, Gasdruck bei der Gefriertemperatur des Wassers, pıo0o Gasdruck bei der 
Siedetemperatur, p Gasdruck bei der gemessenen Temperatur). 

Oft erweist es sich als zweckmäßig, die Temperatur in der sog. absoluten oder 
Kervin-Temperaturskale anzugeben. Der Zusammenhang zwischen der in der 
CeLsıus-Skale ausgedrückten Temperatur (?) und der in der KELvIn-Skale angegebe- 
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nen (7) wird durch die Beziehung definiert: 
T=T, + t, wobei 7, = 273,15 K ist. 


Temperaturdifferenzen AT = At werden in der Einheit Kelvin (K) gemessen. 

Mit der Änderung der Temperatur eines Körpers ändern sich auch dessen Abmes- 
sungen. Wir wollen hier die Längen-, Flächen- und Volumenausdehnung der Körper 
‚betrachten. 

Bei der Temperatur 0 °C sei die Länge eines festen Stabes gleich /,, dann wird - 
nach flüchtiger Betrachtung - bei einer Temperatur 7 seine Länge / durch die Beziehung 


l= Ill + at) 


angegeben (x Koeffizient der thermischen Längenausdehnung). Er ist durch die Be- 
ziehung 


festgelegt. | 
Die Abhängigkeit des Volumens fester Körper V von ihrer jeweiligen Temperatur 
wird — ebenfalls annähernd - durch die Beziehung 


V= Voll + Pt) 


angegeben (V, Körpervolumen bei 0 °C, t in Ceusıus-Skale gemessene Körpertem- 
peratur und ß Koeffizient der thermischen Volumenausdehnung) ; 


Bei Körpern, die aus isotropen Substanzen bestehen, hängt ß mit dem Koeffizienten 
der thermischen Längenausdehnung durch die Beziehung zusammen: 


B = 30. 


Bei Flüssigkeiten ist nur die thermische Volumenausdehnung bedeutsam. Wenn V, 
das Flüssigkeitsvolumen in einem Gefäß bei der Temperatur z, und V das Volumen 
bedeutet, das von der Flüssigkeit bei der Temperatur t eingenommen wird, dann gibt 
der Ausdruck 


nur den Durchschnittswert des scheinbaren Koeffizienten der Volumenänderung an, 
denn bei der Temperaturänderung ändert sich natürlich auch das Volumen des Ge- 
fäßes. Wenn ßc den Koeffizienten der Volumenausdehnung des Gefäßes bedeutet, 
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dann ist der tatsächliche Wert des durchschnittlichen Koeffizienten der Volumen- 
ausdehnung der Flüssigkeit bestimmt durch 


P=Ps + Pe: 


Bei gegenseitiger Berührung zweier oder mehrerer Körper von ungleicher Temperatur 
tritt nach einer bestimmten Zeit Temperaturausgleich ein. In genauer Übereinstim- 
mung mit unserer Beobachtung erklären wir uns diesen Sachverhalt mit der Vor- 
stellung, daß Körper mit höherer Temperatur Wärme an solche mit geringerer 
Temperatur abgeben, und zwar so lange, bis ihre Temperaturen sich ausgeglichen 
haben. 
Wenn ein System von Körpern von seiner Umgebung thermisch vollkommen iso- 
liert ist und wenn die einzelnen Körper des Systems Energie untereinander nur durch 
Wärme austauschen können, dann ist die Summe der jeweils abgegebenen gleich der 
Summe der aufgenommenen Wärme (Gesetz von der Erhaltung der Wärme). 
Über die physikalische Natur der Wärme vgl. 2.3. 
Wenn wir unter der Wärmekapazität eines Stoffes C die zu seiner Erwärmung um 
1 K notwendige Wärme und unter der spezifischen Wärmekapazität c die Wärme- 
kapazität einer Masseeinheit des betreffenden Stoffes verstehen, dann gilt 

C 


e=— 


m 


’ 


und die Wärmemenge, die ein Körper bei Änderung seiner Temperatur von t, auf 
t, aufnimmt, ist durch die Beziehung 


tz 
O Ei di 


‚gegeben, in der m die Masse des Stoffes bedeutet. 
Wenn die spezifische Wärmekapazität konstant ist, so ergibt sich 


O =mc(t, — t,). 


Die Wärmemenge, die ein Stoff bei Änderung seiner Temperatur von !, auf t, ab- 
gibt, ist durch die Beziehung 


0 = -O=mc(h —b) 


gegeben. Wärmemengen werden in Kalorimetern gemessen. Als den Wasserwert 
eines Kalorimeters bezeichnen wir die Wärmekapazität des gesamten inneren Teils 
des Kalorimeters, dessen Temperatur sich beim Meßvorgang verändert. Wenn die 
Wassermasse im Kalorimeter mit m, angegeben wird, ihre spezifische Wärmekapa- 
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zität c. ist und die Massen, die sich bei der Messung erwärmen, m,, M2, Ms, ... 
sind, deren spezifische Wärmekapazitäten jeweils c,, Ca, Ca, ... betragen, dann ist der 
Wasserwert des Kalorimeters durch die Beziehung 


Cw — MoCo + MmıCı + MzC3 + wie 


gegeben. 


B Beispiele 


119. Ein bestimmtes Volumen des Gases Wasserstoff ist in einem Gefäß eingeschlossen, 
dessen Eigenvolumen konstant ist. Der Wasserstoff habe in tauendem Eis einen Druck 
von po = 1000 Torr. Wenn wir das Gefäß in ein Warmbad tauchen, so steigt der Druck 
des in ihm eingeschlossenen Wasserstoffs um den Betrag Ap = 217 Torr an. Berechnen 
Sie die Temperatur des Warmbades. 


Lösung 


Mit Hilfe der beschriebenen Vorrichtung kann man die Temperatur auf Grund der 

Druckänderung des bei konstantem Volumen gehaltenen Wasserstoffs bestimmen. 

Wenn der Wasserstoff im Dampf von siedendem Wasser bei einem Druck bo = 760 Torr 

den Druck pıo0 aufweist, dann wird die Temperatur — angegeben in °C - errechnet aus 
_ PZPo zggec — pP IM C po 

Pıoo — Po Do Pıoo — Po 


Durch Messen wurde ermittelt, daß der Ausdruck 
100 °C - Po 
Pıoo — Po 


für alle ausreichend verdünnten Gase den gleichen Wert !/y = 273,15 °C ergibt. Daher 
findet man 


_4Apl, 


Do Y 


217 Torr - 273,15 °C 3 
. 1000 Torr 22 ar 


120. Ein in schmelzendes Eis getauchtes Thermometer zeigt eine Temperatur von tı =0,3 °C 
an, in den Dampf siedenden Wassers gehalten jedoch eine Temperatur von f, = 
= 101,5.°C. Wenn wiresin den Dampf von siedendem Äthylalkohol halten, weist es 
eine Temperatur 1, = 79,7 °C aus. Berechnen Sie, wie groß die tatsächliche Siedetempe- 
ratur des Äthylalkohols ist (Angabe in °C), wenn bei jeder Temperaturablesung ein 
Druck bo = 760 Torr herrscht. 
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Lösung 


Die Differenz tz — tı, die am Thermometer abgelesen wurde, entspricht einer tatsäch- 
lichen Temperaturänderung um 100 K. Wenn das Thermometer in ein Medium von 
der Temperatur f gebracht wird, dann ändert sich die Anzeige 1, auf dem Thermometer 
um den Wert 


ta — Iı ; 
100 °C ° 
und wir lesen auf ihm eine Temperatur vom Betrag 


2 — Iı 


100 °C ; 


„=lh+ 


ab, woraus wir die gesuchte tatsächliche Temperatur des siedenden Äthylalkohols wie 
folgt bestimmen: 


n—1 79,7°C — 0,3 °C 
7 = 100°C 


— 100 °C ul 0. 
; en 101,5 °C — 0,3 °C 


= 78,5 °C, 


121. Ein Thermometer wurde mit Wasser gefüllt. Ermitteln Sie, für welche Temperaturen in 
der Ceısrus-Skale im Bereich zwischen 0 und 10 °C das Thermometer gleiche Werte an- 
zeigen wird. Die Abhängigkeit des Wasservolumens von der Temperatur kann in diesem 
Bereich durch die Beziehung 


V=Pıll +at + br?) (6) 


ausgedrückt werden (a = 6,105 - 10°’ K-', b = —7,733 - 10-° K-?, V, Wasser- 
volumen bei 0 °C). 


Lösung 


Bei gleichen Wasservolumina wird das Thermometer die gleichen Werte anzeigen. Da 
die Abhängigkeit des Volumens von der Temperatur [Y(?)] quadratisch ist, existieren 
zwei Temperaturwerte t, und f», bei denen das Wasser im Temperaturbereich zwischen 
0 °C und 10 °C ein gleiches. Volumen hat. 

Durch Umformen von Gl. (1) erhalten wir die quadratische Gleichung 


? + —t+ —=(. 


Die Wurzeln 7, und ?, entsprechen der Beziehung 


122. 


10* 
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Zu jeder Temperatur 7, gibt es im Temperaturbereich zwischen 0 und 7,9 °C einen 
Temperaturwert 7,, der durch die Beziehung tz = 7,9 °C — tı bestimmt wird. Bei 
dieser Temperatur zeigt das Wasserthermometer den gleichen Wert an. 


Bei einem Messingpendel beträgt bei einer Temperatur tı = 10 °C die Zeit für eine 
Schwingung rı = 1s. Um welchen Betrag ändert sich diese Zeit, wenn die Temperatur 
auf tz = 25 °C ansteigt? Um wieviel würde eine Uhr im Laufe eines Tages nachgehen, 
die mit einem derartigen Pendel angetrieben würde? 


Lösung 


Die Zeit für eine Schwingung (eine halbe Periodendauer) eines physikalischen Pendels 
ist durch die Beziehung 


J 
t=n | — 
mga 


bestimmt, in der J das Trägheitsmoment des Pendels bezüglich seiner Schwingungsachse, 
mg das Gewicht des Pendels und a den Abstand des Schwerpunktes von der Drehachse 
darstellt. 
Wenn wir voraussetzen, daß in unserem Beispiel das angeführte Pendel die. Form eines 
homogenen Stabes mit überall gleichem Querschnitt hat, daß seine Länge / beträgt und 
daß es um die durch den Endpunkt des Stabes senkrecht zu seiner Länge gerichtete 
Achse schwingt, dann beträgt das Trägheitsmoment bezüglich der Drehachse 
m’ _ Ze l 

m 


Für die Zeit einer Schwingung kann man dann schreiben 


J 2 Ri 

r=n/— ‚/[—-. 

3Ng 

Wenn das Pendel bei einer Temperatur 7, die Länge /ı und bei einer anderen Tempera- 
tur tz die Länge /, hat, dann ergibt sich für den Quotienten der Schwingungszeiten 


7 A 
3 1 
Ta RL ( ) 


Für nicht allzu.:hohe Temperaturen gelten weiter die Beziehungen 
ı=k(l + etı), 
= k(l + at,), 


l, _ 1 + ob 
Iı 1 +ot, 


1 + alfa Tr th). 
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Nach Einsetzen in die Gl. (1) erhalten wir als Zeit für eine Schwingung 
un =u/1l+at —t)=1s,/1+ 19:10 K-!15K = 1,00014 s. 


Ein Sekundenpendel vollführt bei t, = 10 °C während eines Tages zn = 86400 Schwin- 
gungen, dagegen bei einer Temperatur von ?z = 25 °C nur 


Schwingungen. Demzufolge wird die Uhr täglich um eine Differenz n — "=12s 
zurückbleiben. 


Zwei gleiche Metallbänder der Dicke d = 0,2 cm sind 
miteinander so verschweißt, daß sie ein ebenes Plättchen 
bilden, wenn ihre Temperatur gerade /u = 0 °C beträgt. 
Wenn wir das aus einem Kupfer- und einem Eisenband 
bestehende Plättchen aber erwärmen, so deformiert es 
sich zur Gestalt eines Kreisbogens (Bild 83). Berechnen 
Sie den Radius seiner Krümmung, wenn das Plättchen auf 
eine Temperatur von t = 400 °C erhitzt worden ist. Bild 83 


Lösung 


Wenn bei der Temperatur to = 0 °C die Länge der Bänder den Wert /, hat, dann wird 
das Kupferband nach dem Erhitzen auf die Temperatur r die Länge 


Iı Zn lol + Ak) 
und das Eisenband 


I, — lo(dl + &nf) 
mit 
I, _ 1 + st 


— =]  — t 
7, or + (&2 — 01) 


haben. Wie aus Bild 83 hervorgeht, stellen die Strecken /, und /, Kreisbögen mit den 
Radien r — d/2 undr + d/2 dar. Daher messen wir, wenn der Zentriwinkel mit p ange- 
geben wird, im Bogenmaß 


a . 
= (r 5) P ‚= (r 5) 


und 
PR 
rY FEBEE= 
I | 2 
7 z1+(a — oı)t, 
r —- — 


2 
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woraus wir nach Umformung für den Radius die Beziehung 
d d 


erhalten. Nach Einsetzen der Werte ergibt sich 


0,2 cm Er 0,2cm 1.001 m 
r= ———— + =], ; 
(17 — 12) 10° K-! 400K 2 _— 


Ein Stahlstab mit dem Querschnitt A = 2 cm? soll von der Temperatur fo = 0 °C auf 
eine Temperatur ? = 50 °C erhitzt und danach wieder auf seine ursprüngliche Tem- 
peratur abgeschreckt werden. Berechnen Sie, mit welcher in Achsrichtung angreifenden 
minimalen Kraft man auf den Stab einwirken muß, damit er sich bei der Abkühlung 
nicht verkürzt (E = 2,1 10° N mm°?). Wir setzen der Einfachheit halber voraus, daß 
sich der Elastizitätsmodul mit veränderter Temperatur nicht ändert. 


Lösung 


Wenn sich die Temperatur um den Betrag At ändert, dann erf. ährt der Stab eine Längen- 
änderung der Größe 


Um den gleichen Betrag würde er sich bei der nachfolgenden Abschreckung wieder 
zusammenziehen. Um beim Abschrecken diese Verkürzung zu unterbinden, muß man 
in Richtung seiner Achse mit einer Kraft einwirken, die ihrerseits allein die gleiche 
Längenänderung 4/ hervorrufen würde. 

Nach dem Hookeschen Gesetz ist 


AI 1 F 
b EA’ 
wobei E der Zugelastizitätsmodul des Stabes ist. Daraus finden wir 
u 
lo 


und wenn wir für Al die rechte Seite der Gl. (1) einsetzen, folgt 
F = EA4to = 2,1: 10° Nmm"? -2cm?-50K- 12: 10-°K-! = 25200N. 


Berechnen Sie, wie groß die Dichte des Quecksilbers bei 0 °C und bei 100 °C ist, wenn 
es bei 10 °C die Dichte 0,10 = 13,57 gem”? hat. 


Lösung 


Das Volumen einer bestimmten Quecksilbermenge der Masse m sei bei 0 °C gleich V, 
gesetzt, und bei einer Temperatur f seies V,: Dann können wir schreiben 


m=V.o; m=Vo0. 
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Aus dem Vergleich beider Ausdrücke resultiert 


0: = — 00. (1) 
Bei nicht allzu hohen Temperaturen wird die Abhängigkeit des Volumens von der 
Temperatur annähernd durch die Beziehung 

V. = Voll Ir Pt) 


ausgedrückt. 
Nach Einsetzen in Gl. (1) erhalten wir 


= 00 
0: 1+B° 


Daraus ermittelt man 

0 = all + Pi), 
und es ergibt sich 

00 = 13,57 gem"? (1 + 18,2 : 10° - 10) = 13,59 g cm”? 
und daher nn 


13,59 gcm® 


— =] = 
1 + 18,2 - 10-3 - 100 13,34 8 cm” 


Pı100 = 


Ein Glasgefäß hat leer die Masse mo = 0,1 kg. Mit Quecksilber gefüllt, hat es bei 
einer Temperatur von O0 °C die Masse m, = 1,431 kg. Wenn wir das Gefäß auf die 
Temperatur ? = 40 °C erwärmen, fließt ein Teil des darin enthaltenen Quecksilbers 
aus, so daß das Gefäß mit dem darin verbleibenden Quecksilber eine Masse von 
m; = 1,423 kg annimmt. Berechnen Sie, wie groß der tatsächliche Koeffizient der 
Volumenausdehnung des Quecksilbers ist, wenn der Längenausdehnungskoeffizient-des 
Glases mit &s angegeben wird. 


Lösung 


Der Zusammenhang zwischen dem tatsächlichen Wert 8 und dem scheinbaren Wert fs 
des Volumenausdehnungskoeffizienten des Quecksilbers ist durch die Gleichung 


B= Ps + Be (1) 


gegeben, in der ßs den Volumenausdehnungskoeffizienten des Glases bedeutet. 
Wenn V bzw. V. die Volumina angeben, die das Quecksilber bei den Temperaturen 7 
bzw. {, annimmt, dann ist die Beziehung 


VY-PDo AV 
Be ee 2 
Ps Zr vr (2) 
erfüllt. Bei der Temperatur 7, nimmt das Quecksilber ein Volumen 
Vz mo 3) 


00 00 
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ein. Bei einer Temperaturänderung von 0, auf # wird die Volumenänderung des Queck- 
silbers 


A 
Ayo 
e 


sein, wobei Am die aus dem Gefäß ausgeflossene Quecksilbermasse bedeutet. Unter 
Berücksichtigung der Temperaturabhängigkeit der Dichte des Quecksilbers (siehe auch 
vorhergehendes Beispiel!) finden wir 


a2 00 
TFT 
und 
MV = m— (1+PN). (4) 
O 


Wenn wir die Gin. (3) u. (4) in die GlIn. (2) und (1) einsetzen, erhalten wir 


2 (9 
00 


mı Mo 
00 


T 


woraus nach einer einfachen Umformung für den gesuchten Koeffizienten folgende 
Beziehung gefunden wird: 


mı — ma + Pat(mı — mo) 
(m2 — mo) t 


B= 


Wenn wir berücksichtigen, daß fs = 306 , ergibt die Heranziehung der gegebenen Werte 


= 1,431 kg — 1,423 kg + 30 - 10-° K-!40K (1,431 kg — 0,1kg) 
u (1,423 kg — 0,1kg) 40 K i 
ß=181-.10-K-. 


127. Bei einer Temperatur von fı = 20 °C wird mittels eines Barometers, das eine Meßvor- 
richtung aus Messing enthält, ein Luftdruck von 5b, = 750 Torr gemessen. Die Meß- 
vorrichtung zeigt bei 0 °C genau an. Berechnen Sie, welchen Luftdruck das benutzte 
Instrument bei 0. °C anzeigen würde. 


Lösung 


Bei einer Temperaturänderung ändert sich die Dichte des Quecksilbers und damit auch 
die Höhe der Quecksilbersäule, die sich mit dem herrschenden Luftdruck im Gleich- 
gewicht befindet. Es ändert sich aber auch die Länge der verwendeten Anzeigeskale. 
Deshalb reduzieren wir gewöhnlich den am Barometer abgelesenen Wert auf die Bezugs- 
temperatur 0 °C. 
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Wenn die tatsächliche Höhe der Quecksilbersäule bei der Temperatur t den Wert 5% 
und bei 0 °C den Wert 5b, hat, dann ist die Beziehung 


bo0og = biog 


erfüllt, worin die Bedingung enthalten ist, daß die Drücke bei beiden Temperaturen 
gleich sein müssen. Die Temperaturabhängigkeit der Quecksilberdichte ist durch die 


Formel 
00 


14 Pt 
gegeben. Deshalb finden wir 


1% 


00 
1 + Bt 
Unter Berücksichtigung des Umstands, daß die Meßvorrichtung des Barometers in 
ihrer Länge temperaturabhängig ist und nur bei der Temperatur 0 °C genau stimmt, 


gehört zum abgelesenen Wert bı bei der Temperatur t, der richtige Wert b7 entsprechend 
der Beziehung 


bY kn bi + bıoat;. 


Nach Einsetzen des gefundenen Wertes anstelle 5Y in Gl. (1) erhalten wir für den redu- 
zierten Druckwert 


1 +otı 
bb=bı I+ Bm zb +& — Mt]. 


Damit wir die reduzierte Druckangabe 5, erhalten, müssen wir an dem gemessenen 
Wert 5, eine Korrektur vornehmen, die besagt: 


Ab = bil — Pt. 


booog = bi 2: (1) 


Diese Korrektur hat in Zahlen ausgedrückt den Wert 

Ab = 750 Torr (19 - 10° — 182 : 10-9) K-!20K = —2,41 Torr, 
so daß wir dann weiter finden 

bo = bı + Ab = 747,6 Torr = 746,6 : 133,3224 Pa = 99466 Pa. 
In ein Wasserbad der Masse m = 6,7 g wird ein Thermometer eingetaucht, das nach 
einem Temperaturanstieg von dt= 14,6 K eine endgültige Temperatur von t, = 32,4 °C 
anzeigt. Der Wasserwert des Thermometers hat die Größe Cw = 0,46 calK’! = 


—= 1,93 J K-!. Berechnen Sie die Temperatur, die das Wasser vor Beginn der Messung 
hatte. | 


Lösung 


Das Thermometer mit dem Wasserwert Cw erwärmte sich nach dem Eintauchen um die 
Temperatur At und nahm dabei die Wärmemenge 
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AIG 
7 


auf. Dabei kühlte sich das Wasser von der ursprünglichen Temperatur t auf die ge- 
messene Temperatur 1, ab. t, ist die nach Temperaturausgleich vom Thermometer an- 
gezeigte gleiche Temperatur von Wasser und Thermometer. Zur Erwärmung des 
Thermometers gab das Wasser die Wärmemenge 


0’ = me(t — tı) 


ab. Unter Voraussetzung einer idealen Wärmeisolation gilt nach dem Gesetz über die 
Erhaltung der Wärme 


0=0 
oder 
mc(t — tı) = Cy,ÄAt, 
woraus wir finden 
CyAt + met, 
mc ’ 


d.h., 
-1. ze 1-1, 
an 0,46 cal K"' 14,6 K + 6,78: 1calg”' K°'-324K _ 33,4 °C. 
6,78 -1calg-! K-! — 


Es soll die spezifische Wärmekapazität von Silber bestimmt werden. Dazu wird ein 
Silberstück (mı = 100 g) auf t, = 100 °C erhitzt und in das Wasserbad eines Messing- 
kalorimeters gelegt. Zusammen mit dem Mischer hat der Innenteil des Kalorimeters 
eine Masse m2 = 124 g, die darin enthaltene Wassermenge hat die Masse m; = 1000 g; 
die Anfangstemperatur des Wassers betrage f3 = 17 °C. Nach Einbringen des Silbers 
stabilisiert sich die Gesamttemperatur auf den Wert fo = 17,5 °C. Wie groß ist dem- 
nach die spezifische Wärmekapazität des Silbers? 


Lösung 


Die Temperatur des Silbers nimmt nach Einbringen ins Kalorimeter vom Wert r, auf to 
ab, wobei das Silber die Wärme abgibt 


O0’ = micıltı — to). 


Wir nehmen die spezifische Wärmekapazität des Silbers hierbei als konstant an. 
Kalorimeter und Zubehörteile sowie das darin enthaltene Wasser nehmen Wärme auf, 
wobei die Temperatur von 73 auf f, ansteigt. Wenn Cyw der Wasserwert des Kalorimeters 
ist, dann mußte es bei Erwärmung von ?3 auf fo die Wärmemenge aufnehmen 


O = Cylto — 3). 


Wenn wir unser System als von der Umwelt thermisch isoliert betrachten, gilt ent- 
sprechend dem Gesetz von der Erhaltung der Wärme 


0=0, 
was nach Einsetzen der entsprechenden Größen ergibt 
micı(ltı — to) = Cuw(to — 13). 
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Daraus wiederum entnehmen wir 


Cy(to — t3) 

miltı — to) 
Da der Wasserwert des Kalorimeters, der die Wärmekapazität von Kalorimeterinnen- 
gefäß plus Mischer plus Wasser darstellt, die Größe Cw = mac2 + macz hat, wobei ca 


und cz die spezifischen Wärmekapazitäten von Messing und Wasser bedeuten, können 
wir auch schreiben 


Cı = 


(m2c2 + MsC3) (to — La) 
CS 
mı(tı — to) 
Nach Einsetzen der Werte erhalten wir somit 
= (124 - 0,093 + 1000 1) gcalg-" K-! (17,5 — 17,0) K _ 
u 100 g (100 — 17,5) K u 
= 0,0613 calg*"! K-! = 257 J kg"! Kt. 


Cı 


In einem wärmeisolierten Gefäß bringen wir Wasserdampf der Masse m, und der 
Temperatur /ı = 100 °C mit Wasser der Masse mo und der Temperatur 7, und mit Eis 
der Masse m und der Temperatur f, = 0°C in unmittelbare Berührung. Nach Ablauf 
einer bestimmten Zeit gehen alle drei Komponenten in die flüssige Phase über. Wie groß 
ist die sich einstellende Endtemperatur? Die Verdampfungswärme des Wassers sei mit r, 
die Schmelzwärme des Eises mit q gegeben. Es sei vorausgesetzt, daß die Wärmekapazität . 
des Gefäßes vernachlässigt werden kann. 


Lösung 


Beim Entstehen einer einzigen Phase, der Flüssigkeitsphase, kommt es im Gefäß zu 
folgenden Umwandlungen: 

a) Der Wasserdampf mit der Temperatur 1, kondensiert zu Wasser gleicher Temperatur, 
wobei die Wärme Q,. = mır frei wird. Das so gebildete Wasser der Temperatur tı 
kühlt sich auf die Endtemperatur ft ab und gibt dabei eine Wärme vom Betrag 
O1 = mıc(t, — !) ab. 

b) Das.Eis der Temperatur tz schmilzt zu Wasser gleicher Temperatur, wozu ein von 
außen zuzuführender Wärmebetrag der Größe O2,o = m2q benötigt wird. Das so ge- 
bildete Wasser erwärmt sich von der Temperatur 7, auf die Endtemperatur f, wozu 
abermals Wärme vom Betrag O2,ı = mzc(t — t,) benötigt wird. 

c) Das Wasser der Temperatur 7, verändert seine Temperatur auf f, wozu eine Wärme: 
menge O3 = moc(t — to) aufgebracht werden muß. 

Nach dem Gesetz von der Erhaltung der Wärme ist 


Qio =r Oi = O0 + O1 nn O3 
oder 
mir + mıc(tı — f) = m2q + mac(t — t2) + moc(t — to). 


Daraus erhalten wir nach kurzer Umformung 
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a mıctı + mactz + mocto + mır — m2q 
mc + mac + moc 
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137. Ein Quecksilberthermometer ist 
einer Millimeterskale versehen. 
schmelzendes Eis getaucht, liegt 
Meniskus der Quecksilbersäule 
einer Höhe von 20 mm. In dem 


Aufgaben 


aus 


siedendem Wasser bei atmosphärischem 
Normaldruck aufsteigenden Dampf 


liegt er bei 60 mm. Wie hoch ist 


die 


in Grad Celsius ausgedrückte Tem- 


peratur, wenn der Meniskus 


bei 


a) 26 mm, b) 76 mm und c) O mm Höhe 


liegt? 
138. 


Ein Messing- und ein Aluminiumstab 


haben bei der Temperatur von 20 °C die 
gleiche Länge von einem Meter. Wie 


groß ist ihre Längendifferenz, wenn 
beide auf 100 °C erwärmt haben? 
139. 


wir 


Eine Messingkugel hat bei tı = 15 °C 


einen Dürchmesser d = 4 cm. Berech- 
nen Sie den Durchmesser einer Öffnung, 
durch welche die auf eine Temperatur 
t = 555 °C erhitzte Kugel gerade noch 


passen würde. 
140. 


Die Entfernung zweier Punkte wurde 


mittels Stahlmeßbands bei fı = 30 °C 
zul, = 186m bestimmt. Wie groß ist ihr 
tatsächlicher Abstand, wenn das Meß- 
band für eine Temperatur fo = 18 °C 


geeicht wurde? 
Das Rad einer Lokomotive hat bei 
Temperatur 0°C einen Radius 


141. 


der 
der 


Größe ro = 1m. Wie groß ist die: Dif- 
ferenz der auf einer Strecke / = 100 km 


vollführten Raddrehungen, wenn 


die 


Strecke einmal im Sommer bei der Tem- 


peratur 7, =25°C und einmal 


im 


Winter bei der Temperatur fz2z = — 25°C 
durchfahren wird? Der Längenausdeh- 


nungskoeffizient des 
habe die Größe «& = 12 : 10°° K-!. 


Radwerkstoffs 
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155 


Eine homogene Eisenstange der Masse 


m = 3 kgist bei 8 °C genau einen Meter 
lang. Berechnen Sie, um welchen Betrag 
sich das Trägheitsmoment dieser Stange 
bezüglich einer senkrecht zur Stange 
durch den Endpunkt gehenden Dreh- 
achse ändert, wenn die Stange auf 
100 °C erwärmt wird. 

Um welchen Betrag müßte der auf 
einem Quecksilbervolumen. lastende 
Außendruck erhöht werden, damit sich 
das Quecksilbervolumen bei einer Er- 
wärmung von 0 °C auf 10 °C nicht ver- 
ändert? Der Kompressibilitätskoeffi- 
zient des Quecksilbers beträgt x = 
— 39 - 10° atm!. 

Eine an beiden Enden befestigte Stahl- 
saite vom Durchmesser d = I mm übt 
bei einer Temperatur f, =28°C auf ihre 
Befestigungen eine Kraft FA}, =100 N 
aus. Berechnen Sie, mit welcher Kraft 
sich die Saite spannt, wenn sie bei kon- 
stant gehaltener Länge auf eine Tem- 
peratur tz = —12 °C abgekühlt wird. 
Ein Eisenstab berührt mit seinen beiden 
Enden feste Wände. Berechnen Sie, um 
welchen Betrag sich seine Temperatur 
erhöhen muß, damit er auf die Wände 
einen Druck der Größe o = 4,9 N mm? 
ausübt. 

Zwei gleichartige Thermometer sind 
bei einer Temperatur von 0 °C mit je- 
weils gleichen Quecksilber- und Spiri- 
tusmengen gefüllt worden. Bestimmen 
Sie den Zusammenhang der beiden 
Flüssigkeitssäulen, die jeweils einem 
Grad Celsius auf der Quecksilber- und 
der Spiritusskale entsprechen, wenn die 
zugehörigen Volumenausdehnungskoef- 
fizienten des Quecksilbers, des Spiritus 
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sowie der Längenausdehnungskoeffhi- 
zient des Glases bekannt sind. 

Ein Glaspyknometer mit dem Volumen 
Vo = 15 cm? wird bei einer Temperatur 
fo = 0 °C mit Quecksilber gefüllt. Wenn 
die Temperatur des Systems auf /, = 
= 100 °C erhöht wird, fließt aus dem 
Pyknometer Quecksilber vom Volumen 
AV = 234 mm? aus. Berechnen Sie 
den Raumausdehnungskoeffizienten des 
Quecksilbers. 

Ein Eisenquader schwimmt bei 0 °C so 
in Quecksilber, daß er zu °/, seiner 
Höhe eingetaucht ist. Bestimmen Sie, 
um welchen Betrag sich die Eintauch- 
tiefe verändert, wenn die Temperatur 
auf 100 °C erhöht wird. 

Ein Behälter enthält 35 kg Härteöl der 
Temperatur 30 °C. Es wird ein Stahl- 
gegenstand eingetaucht, der vorher auf 
eine Temperatur von 800 °C erhitzt 
worden war, worauf sich eine End- 
temperatur von 58 °C einstellt. Berech- 
nen Sie die Masse des zu härtenden 
Gegenstandes. 

Aus einem Schmelzofen entnehmen wir 
eine Platinkugel von 100g Masse und 
legen sie sofort in ein Messingkalori- 
meter von 200g Masse, in dem Ikg 
Wasser mit einer Temperatur von 10 °C 
enthalten ist. Bestimmen Sie die Hoch- 
ofentemperatur, wenn sich nach Ein- 
bringen der Kugel ins Kalorimeter eine 
Endtemperatur von 14 °C einstellte. 

In ein Messingkalorimeter von 100g 
Masse, das 250 g Wasser mit einer Tem- 
peratur von 10 °C enthält, legen wir 
gleichzeitig einen Eisenzylinder von 50 g 
Masse und der Temperatur 150 °C, 
einen Aluminiumzylinder von 30g 
Masse und der Temperatur 90 °C sowie 
einen Bleizylinder von 30 g Masse und 
der Temperatur 75 °C. Wie hoch wird 
die sich einstellende endgültige Misch- 
temperatur im Kalorimeter sein? 
Welche Menge Eis mit einer Tempera- 
tur von O0 °C muß man mit 6g Wasser 
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von 90 °C mischen, damit die resultie- 
rende Temperatur in einem Kalori- 
meter, dessen Wärmekapazität vernach- 
lässigt wird, genau 5 °C beträgt? 

Ein großes Thermometer, das auf 100 °C 
erhitzt worden ist, wird in eine größere 
Menge schmelzenden Eises getaucht. 
Während des Wärmeausgleichs auf eine 
Temperatur von O0 °C schmilzt eine Eis- 
menge der Masse mo = 125 g. Danach 
wird das solcherart abgekühlte Thermo- 
meter in ein wärmeisoliertes Gefäß ge- 
bracht, in dem sich Quecksilber der 
Masse mı = Skg bei der Temperatur 
tı = 15 °C befindet. Welche Tempera- 
tur zeigt das Thermometer nach dem im 
Quecksilber erfolgenden Wärmeaus- 
gleich an? Die Wärmekapazität des Ge- 
fäßes kann vernachlässigt werden. 

In 1kg Wasser von 35 °C sind 20 kg 
Quecksilber der Temperatur 110 °C so- 
wie eine unbekannte Menge Eis von 
—3 °C gegeben worden. Nach völligem 
Schmelzen des Eises stellt sich eine End- 
temperatur von 60 °C ein. Die Wärme- 
kapazität des Gefäßes sei vernachläs- 
sigt. Welche Menge Eis wurde zuge- 
fügt? 

Ein Kupferkalorimeter der Masse mo 
= 120g enthält die Masse m, = 2008 
Wasser der. Temperatur tı = 18°C. 
Nach Einlassen von Wasserdampf der 
Masse m; = 20 g und der Temperatur 
tz = 100 °C stellt sich eine Endtempe- 
ratur t = 71,6 °C ein. Wie groß ist die 
Kondensationswärme des Wassers? 

In einem Kupferkalorimeter von 200 g 
Masse befinden sich bei 0 °C, also glei- 
cher Temperatur, 300g Wasser und 
20 gEis. Berechnen Sie, wieviel Wasser- 
dampf von 150 °C man dem Kalori- 
meter zuführen muß, damit sich darin 
nach gründlichem Mischen eine End- 
temperatur von 40 °C einstellt! Die spe- 
zifische Wärmekapazität des Wasser- 
dampfes beträgt bei konstantem Druck 
o5=201Jg'K-. 


= 
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Der momentane Zustand, in dem sich eine bestimmte Menge eines Gases befindet, 
ist durch drei miteinander zusammenhängende Zustandsgrößen bestimmt: den Druck 
p, das Gasvolumen V und die Temperatur T. 

Wenn man voraussetzt, daß von den genannten drei Zustandsgrößen eine konstant 
bleibt, dann hängen die beiden jeweils anderen gemäß dem BoYLE-MARIOTTEschen 
und dem Gay-Lussacschen Gesetz wechselseitig voneinander ab. Das BOYLE- 
MARIOTTESche Gesetz besagt: 

Bei konstanter Gastemperatur ist das Produkt aus dem Druck p und dem Volumen V 
einer bestimmten Gasmenge praktisch konstant, also 


pV = poVo. = const. 


Dabei istp, der Druck und V, das Volumen beispielsweise für einen Anfangszustand. 
Entsprechend dem Gesetz von GAY-LussAac wird die Abhängigkeit des Volumens 
einer bestimmten Gasmenge von seiner Temperatur bei konstant gehaltenem Druck 
durch die Gleichung 


und die Abhängigkeit des Druckes von der Temperatur — diesmal bei konstant ge- 
haltenem Volumen - durch die Gleichung 


ausgedrückt (V, Volumen, po Druck, T, Temperatur). Die Temperatur wird in Graden 
der KELvm-Skale angegeben. 


Die gegenseitige Abhängigkeit aller drei Zustandsgrößen wird durch die Zustands- 
gleichung ausgedrückt. Entsprechend dieser Gleichung gilt: 


Das Produkt aus Druck und Volumen, geteilt durch die absolute Temperatur, hat für 
eine bestimmte Gasmenge einen konstanten Wert, und zwar 


PV DPoVo 
1. To 


= const. 


Pos Vo und 7, sind die Werte für Druck, Volumen und absolute Temperatur beispiels- 
weise für den Anfangszustand. 
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Die Konstante at — bezogen auf ein Mol!) Gas - für alle Gase den gleichen 
0 
Wert, der mit dem Symbol R angegeben und als Gaskonstante bezeichnet wird. 


Für ein Mol Gas hat die Zustandsgleichung die folgende Form: 
pV/=RT. 

Für n Mole Gas gilt entsprechend 
pV = nRT. 


Wenn wir berücksichtigen, daß eine beliebig gewählte Gasmenge der Masse m, von 
der ein Moldie Masse M hat, die Zahl n = m/M Moleenthält, kann für diese Gasmenge 
die Zustandsgleichung in folgender Form geschrieben werden: 


m 
V=—-RT. 
e M 


In ihrem Verhalten entsprechen nur die idealen Gase dieser Zustandsgleichung. Da- 
gegen erfüllen die realen Gase die angegebene Zustandsgleichung nur annähernd, und 
zwar jeweils um so besser, je kleiner der Druck ist, unter dem sie stehen, und je höher 
die Temperatur ist, die in ihnen herrscht. 

In einem Gemisch von solchen Gasen, die chemisch nicht miteinander reagieren, ver- 
hält sich jedes Gas so, als ob ihm allein der gesamte Raum des Gasvolumens zur 
Verfügung stünde, so daß es auf die Wände einen Druck ausübt, der vom Vorhanden- 
sein der anderen Gaskomponenten nicht beeinflußt wird. 

Nach dem Gesetz von DALTÖN ist der resultierende Druck eines Gemischs von Gasen 
gleich der Summe der Partialdrücke aller am Gasgemisch beteiligten Komponenten, 


d.h., 
p=Pı + Pr FDP: +... 


Gemäß den Darstellungen der kinetischen Gastheorie bewegen sich die Gasmoleküle 
mit verschiedenen Geschwindigkeiten in alle Richtungen, wobei sich ihre Geschwin- 
digkeiten bei Zusammenstößen mit einem festen Hindernis oder untereinander 
plötzlich ändern. 

Der Gasdruck auf die das Gas einschließenden Gefäßwandungen wird nach den Aus- 
sagen der kinetischen Gastheorie durch die elastischen Stöße der Moleküle gegen die 
Gefäßwandungen hervorgerufen. Aus entsprechenden Berechnungen ergibt sich für 


!) Das Mol ist die Stoffmenge eines Systems, das soviel elementare Teilchen enthält, wie 
Atome in 0,012 kg des Kohlenstoffisotops C 12 enthalten sind. 
Seit 1971 ist das Mol eine Grundeinheit im SI 
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diesen Druck die Beziehung 


1 
= — nmv? 
e 3 


(n Zahl der in der Volumeneinheit enthaltenen Gasmoleküle, m Masse eines Mole- 


küls). v? ist als das arithmetische Mittel der Quadrate der Bewegungsgeschwindig- 
keiten aller Gasmoleküle definiert: 


» nv; 
i 


2 


v? = 


n 


wobei n,,n,, ... die Zahl der mit der jeweiligen Geschwindigkeit v,, vz, ... sich 
bewegenden Moleküle darstellen. Aus ausführlicheren Berechnungen findet man für 
die mittlere Geschwindigkeit der Gasmoleküle 


an 3kT 
Bee 


m 
(k BOLTZMANN-Konstante, 7 absolute Temperatur). Wenn wir ersetzen k = R/N,; 
dann erhalten wir für die mittlere Geschwindigkeit. 
_ [3RT 


M 


’ 


wobei M die Molmasse des Gases bedeutet. 

In einer Volumeneinheit des Gases befinden sich bei einem Druck p und einer Tempe- 
ratur 7 

ar 

kT 


n = 


Gasmoleküle. 


Das Maxwellsche Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung der Moleküle besagt: 


Von allen in einer Volumeneinheit enthaltenen n Molekülen bewegen sich dn mit Ge- 
schwindigkeiten, die in dem zwischen v und v + dv liegenden Geschwindigkeitsintervall 
liegen entsprechend der Beziehung 


| 2/m\? en 
dn = nf(v) dv - 2 — | nv?e %Tdv. 
fo) a En) 


Neben der mittleren Geschwindigkeit ist esin der Thermodynamik auch noch üblich, 
die wahrscheinlichste sowie die Durchschnittsgeschwindigkeit einzuführen. Die wahr- 
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scheinlichste Bewegungsgeschwindigkeit der Gasmoleküle v,, ist diejenige, mit der 
sich bei gegebener Temperatur eine maximal große Zahl von Molekülen bewegt. Man 
Kann sie aus der Beziehung 


2KT _ 2 
Un = vr 
errechnen. 


Die Durchschnittsgeschwindigkeit der Molekülbewegung wird durch das arithme- 
tische Mittel der Geschwindigkeiten aller Gasmoleküle definiert: 


co 


) nv(fv) dv ern ze 
ö 8KT 8 _ 


UV = ——— —— = — 
ö n Ten \ Ir 
Der Mittelwert der kinetischen Energie der Moleküle eines Gases, in dem nur Mole- 
küle gleicher Art enthalten sind, wobei jedes einzelne Molekül jeweils i Freiheitsgrade 
hat, kann durch die Beziehung bestimmt werden: 
i 
2 


e=—KT. 

Ein einatomiges Molekül hat drei, ein zweiatomiges fünf und ein aus drei oder mehr 
Atomen bestehendes Molekül hat sechs Freiheitsgrade der Bewegung. 

Die durchschnittliche Zahl der in der Zeiteinheit erfolgenden Zusammenstöße eines 
Moleküls mit anderen errechnet man aus 


— a nnD’v,, 
3 


wobei D den Durchmesser eines Gasmoleküls darstellt. 
Die durchschnittliche Weglänge, die ein Gasmolekül zwischen jeweils zwei aufein- 
anderfolgenden Zusammenstößen zurücklegen kann, bezeichnen wir als die mittlere 
freie Weglänge ] der Gasmoleküle. Sie wird ermittelt aus 

) 3 


lI=— = 


Z 4mnD? 


Der Koeffizient der inneren Reibung eines Gases n wird aus der Beziehung errechnet 
- Mv, 
Ar N ,„D? 


(M Molmasse des Gases, N, AvOoGADROsche Zahl). 


2.2. Ideale Gase — Kinetische Gastheorie. 161 


B Beispiele 


131. In einer an einem Ende zugeschmolzenen Glaskapillare von überall gleichem Quer- 
schnitt A ist durch einen Quecksilberfaden der Länge /o = 15 cm ein Luftvolumen ab- 
geschlossen. Wenn das abgeschmolzene Ende des vertikal gehaltenen Röhrchens nach 
oben zeigt, hat die eingeschlossene Luftsäule die Länge /ı = 37,5 cm, wenn das ab- 
geschmolzene Ende nach unten weist, ist die Luftsäule /; = 25 cm lang. Wie groß ist 
der atmosphärische Druck? Wie lang wird die Luftsäule sein, wenn das Röhrchen unter 
einem Winkel 9 = 60° gegen die Vertikale geneigt ist? 


Lösung 


. . .. . . Pr 
Wir bezeichnen den atmosphärischen Druck mit 


b und die zugehörigen Drücke der eingeschlos- lo 
senen Luftsäule in der ersten bzw. zweiten Stel- 

lung mit p, und p; (Bild 84a, b). Dann sind im P2 l, 
Gleichgewichtszustand die Beziehungen 


Pı +loeog=b Bild 84 
P2=b+ leg 


erfüllt. Unter der Voraussetzung, daß sich während des Experiments die Temperatur 
der Luft nicht verändert, gilt entsprechend dem Gesetz von BOYLE-MARIOTTE 


PıVı = paVr 
oder 
(b — loog) Alı = (b + loop) Al,, 


woraus sich ergibt 


ı +1 
b=|1 
) 7 L, Q 
Wenn wir den barometrischen Druck durch die Länge der Quecksilbersäule ausdrücken, 
finden wir 
l l 625 
4-12 — 150mm OMM _ 750 Torr = 99991,8 Pa. 
bb 125mm -— 70. 


Wenn wir die Kapillare um den Winkel 9 neigen (Bild 84c), dann ist der Druck der ein- 
geschlossenen Luftsäule p3 durch die Differenz des barometrischen und des hydro- 
statischen Drucks der Quecksilbersäule /oog cos gegeben. Nach dem Gesetz von 
BOYLE-MARIOTTE gilt hier 


P3V3 = PıVı 
oder 
(b — Ioog cos p) Alz = (b — Ioog) Alı. 


ll Hajko, Mechanik 
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Da b = b/’og ist, erhalten wir nach Umformung 
b’—-I 


la = ıı —— = 33,3 cm. 
s 'pP —Iocosp een 


132. Der Zylinder einer Kolbenluftpumpe hat ein Volumen der Größe V, = 2 dm?, der zu- 
gehörige Rezipient ein solches von V, = 3 dm?. Berechnen Sie Luftdruck und Luft- 
dichte unter dem Rezipienten nach dem vierten Kolbenhub unter der Voraussetzung, 
daß der Pumpvorgang so langsam erfolgt, daß die Temperatur als konstant angesehen 
werden kann. Wieviel Kolbenhübe müssen ausgeführt werden, damit der Luftdruck im 
Rezipienten auf !/,o seines ursprünglichen Wertes sinkt? (Bild 85) 


Lösung 


Nach dem ersten Kolbenhub vergrößert sich das Volumen 

der Luft von Vo auf Yo + V,,und ihr Druck sinkt von po % 
auf pı. Da der Prozeß bei konstanter Temperatur ablau- 

fen soll, gilt nach BoYLE-MARIOTTE 


PoVo = PılVo + Vı). 
Nach dem zweiten Kolbenhub wird gelten 
PıVo = Ppı(Vo + PVı) Bild 85 
und also nach dem z-ten 
Pn-ıVo = Pr(Vo + Vı). 


Wenn wir diese Gleichungen multiplizieren, dann erhalten wir nach Umformung für 
den Druck nach Ausführung des n-ten Kolbenhubes 


= (4) 
Dn = p 10) y, ae y, . 
Nach dem 4. Kolbenhub finden wir für den Druck 


3 4 
Pa = Po (5) = 0,13 po. 


Wenn die Anfangsdichte der Luft durch die Größe oe, angegeben wurde, dann nimmt die 
Luft nach dem 1. Kolbenhub ein größeres Volumen ein, und ihre Dichte wird sich ver- 
mindern. Aus der Massengleichheit vor und nach dem Kolbenhub ergibt sich 


00Vo = eı(lVo + Vıh). 
Nach dem 2. Kolbenhub finden wir 
01/0 = 02(Vo + Vı) 
und nach dem »-ten 


On-ıVo = &(Vo + Vı). 


133. 


11* 
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Nach Umformung finden wir 
et 
= 07,4 P,) 


Also nimmt die Dichte nach dem 4. Kolbenhub den Wert an 
04 = 0,13 00. 


Wenn nach einer Anzahl von k Kolbenhüben der ursprüngliche Druck po auf ein n-tel 
seines ursprünglichen Wertes gefallen ist, finden wir 


BR RER, 
Dr n 0 EL ’ 


woraus wir nach Umformung erhalten 


ee gen 
Vo + Vı 
lg ———— 
Vo 
d. h. für den vorgegebenen Fall 
lg 10 
ae 
lg 2 2 
3 


Die Dichte der Luft hat bei einem Druck p, = 2 atm und einer Temperatur t, = 27 °C 
den Wert o, = 2,354 gl-'. Wie groß ist die Luftdichte unter Normalbedingungen 
(po =] atm, fo =0 GC)? 


Lösung 
Aus der Zustandsgleichung 
m 
Y=—RT 
PM 


folgt für die Dichte 


‘Für die sich unter verschiedenen Bedingungen einstellenden Dichten kann man schreiben 


Mpo . _ Mpı 
RT,’ "RT. 


Durch Dividieren beider Gleichungen und nach Umformung erhalten wir 


Po Tı 
ee 


pı To 


164 


134. 
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d.h., 
un atm 300 K 
ar 1 —_ En . 10-3 -3 
00 = 2,354 gl” 2 373% 1,293 gl 1,293 - 10°? gcm”®. 
Eine Druckflasche enthält komprimiertes Gas unter einem Druck pı = 40 atm 


und der Temperatur fı = 27 °C. Wie verändert sich der Druck, wenn bei Ablassen der 
Hälfte des eingeschlossenen Gases die Temperatur um 15 °C abnimmt? 


Lösung 


Zur Berechnung dieser Aufgabe wenden wir die Zustandsgleichung an. Für den An- 
fangszustand ergibt sich 


m 
Ppı/ = rue (1) 


Nach Ablassen eines Teils des Gases bleibt in der Flasche eine Gasmenge der Masse 
m’ = m/2 bei gleichbleibendem Volumen. Druck und Temperatur des zurückbleibenden 
Gases verändern sich auf die Werte p, bzw. T2, und es ergibt sich jetzt die Zustands- 
gleichung 


m 
PıY = aM RT; z (2) 


- Durch Dividieren der Gln. (1) u. (2) und Umstellung erhalten wir 


135. 


Tz 285 K 
= 19 atm = 1,92 MPa. 
Pı = Pı — 37T, = 40 atm ——— 0X atm ; a 


Es ist auszurechnen, in welcher Tiefe unter der Wasseroberfläche eines Sees die Dichte 
eines Luftbläschens den Wert von einem Prozent der Wasserdichte erreicht. Die Tem- 
peratur des Luftbläschens betrage 4 °C, der Außendruck über dem Wasser sei po, die 
Luftdichte unter Normalbedingungen ist 00 = 1,293 - 10°? gem”®. 


Lösung 


Wenn der Druck des Luftbläschens in der Tiefe k mit dem Wert p angegeben ist, dann 
resultiert für seine Dichte gemäß der Zustandsgleichung die Beziehung 


Die Luftdichte ist unter Normalbedingungen oo. Für sie gilt 


PoM 
RT, 


0 >= 


136. 


2.2. Ideale Gase — Kinetische Gastheorie 165 


Nach Dividieren und Umformen der beiden vorstehenden Gleichungen erhalten wir für 


die Dichte 


Im Gleichgewichtszustand ist der Innendruck des Bläschens genausogroß wie der darauf 
einwirkende Außendruck, welcher sich als Summe des atmosphärischen Drucks und des 
Drucks der über dem Bläschen stehenden Wassersäule ergibt. Es gilt also 
Do + hoıg To 


Fr 7’ (1) 


0 = &o 
wobei e, die Wasserdichte bei der Temperatur 7 darstellt. In Übereinstimmung mit der 
Aufgabenstellung wird sich ergeben 


_ 2ı 
7 700 ’ 


so daß nach erfolgter Umformung aus Gl. (1) für die gesuchte Tiefe die Beziehung 


__ 017 — 1000070 
10000018To 


resultiert. Wenn wir die gegebenen Werte einsetzen, erhalten wir 


1 gcm3 - 277K — 100 - 1,293 - 10°? gcm”? 273K & 
100 - 1,293 - 10°? gem"? 1 gcm”? 981 cms”? : 273K 


x 1,013 - 10° gcms"? cm“? = 7070 cm = 70,7 m. 


h= 


Ein Ballon hat das Volumen Y = 3000 m? und fliegt bei einer Temperatur t=0°Cin 
einer Höhe h = 6000 m, wo der äußere Luftdruck den Wert p = 0,5 atm hat. Berechnen 
Sie, wie groß die resultierende Kraft ist, die auf den Ballon wirkt, wenn er im Fall a) mit 
Wasserstoff und im Fall b) mit Helium gefüllt ist. Die Luftdichte beträgt unter Normal- 
bedingungen oo = 1,293 g1-!. 


Lösung 


Der Ballon erfährt in der Luft einen Auftrieb, d. h. eine Kraft, die nach dem Archimedi- 
schen Prinzip dem Gewicht der von ihm verdrängten Luftmasse G, = Ve1g entspricht, 
wobei mit o, die Luftdichte bei gegebener Temperatur bezeichnet sei. Wenn diese Kraft 
größer ist als das Eigengewicht des Ballons, dann wird er durch die resultierende Kraft 
zum Steigen veranlaßt. Die Steigkraft F ist durch die Differenz zwischen Auftrieb G, 
und Eigengewicht G,z = Vo,g gegeben, d. h. durch die Kraft 


F=Gı - Gr = Voig — Von, (1) 


wobei o, die Gasdichte darstellt, das ist die Dichte desjenigen Gases, mit dem der Ballon 
gefüllt ist. 
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Aus der Zustandsgleichung erhalten wir für die Gasdichte beim Druck p und der 
Temperatur 7 


Das bedeutet für Wasserstoff 
0,5 atm 2 gmol-' 
°2 ” 0,0821atm K-' mol-123K 
und für Helium 
= 0,5.4gl-! 
0,082 - 273 


= 0,0447 g 17", 


= 0,0894 g1-!. 


Die Luftdichte beträgt unter Normalbedingungen 


De PoM 
"RT, 
und beim Druck p und der Temperatur 7% 
_ pM 
0ı = RT, ' 


Durch Dividieren beider Gleichungen erhalten wir für die Luftdichte 


0,5 at 
Da 0,6465 gl. 
m 


4 =%7 =1293gl-! 
p 


0 


Die gemäß Gl. (1) resultierende Steigkraft hat für den Fall 
a) der Wasserstoff-Füllung den Wert 


F, = 3000 m? - 9,81 m s”? (0,6465 kg m"? — 0,0447 kgm"?) = 17710 N 
und im Fall 
b) der Heliumfüllung den Wert 

F, = 3000 - 9,81 (0,6465 — 0,0894) N = 16400 N. 


137. Ein Gasgemisch setzt sich aus den Gasen Wasserstoff (H,), Methan (CH,) und Kohlen- 
monoxid (CO) zusammen. In welchen Mengen sind die einzelnen vorgenannten Kom- 
ponenten im Gemisch enthalten, wenn ihre jeweiligen Partialdrücke wie folgt bestimmt 
sind: 


pı =0,latm; p=2atm; ps; = 1,3atm? 
Lösung 


Wenn m,, m,, ms die Massen der einzelnen, in einer Masseneinheit des Gemischs ver- 
tretenen Komponenten sind und M,, M;, M3 ihre Molmassen, dann gilt entsprechend 
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138. 


der Zustandsgleichung für jede Komponente 


1 

pV = —- RT, (2) 
2 

pV = = RT, (3) 
3 


wobei V das Volumen des vom Gasgemisch eingenommenen Raumes darstellt. Wenn 
wir die GlIn. (1) u. (2) bzw. (1) u. (3) teilen, dann erhalten wir die Beziehungen 


Pı _ mı M; 
Pr m, Mı’ 
pı _ mı Ms 
Ps ms Mı’ 


die zusammen mit der Gleichung 
mtm+m =1g 
die Lösung für m, mz», mz in der Gestalt liefern 


ie 1 : a _ P2M 2m e 
= 0.5 2 = ——— 
" PıMı 


(M, = 2 gmol-!, M; = 16 gmol-! und M3 = 28 gmol-"). 
Nach Einsetzen der Zahlenwerte ergibt sich 


m, = 0,028; m = 0,468; m; = 0,528. 


Im Gemisch sind also prozentual enthalten 
2% He, 46% CH, und 52% CO. 


Bei welcher Temperatur ist die mittlere Geschwindigkeit der Moleküle des Kohlen- 
dioxids gleich der mittleren Geschwindigkeit, welche die Moleküle des Stickstoffs bei 
0 °C aufweisen? 


Lösung 


Die Bedingung, daß die mittleren Geschwindigkeiten der Moleküle zweier verschiedener 
Gase bei unterschiedlichen Temperaturen gleich sein sollen, drücken wir durch die Be- 
ziehung aus: | 


2 = 4 3RT, 
M N Mm ’ 
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woraus für die gesuchte Temperatur des Kohlendioxids resultiert: 
M. 
= Th 


Die Molmasse für N; ist M,=283 gmol"", die eines Mols CO; ist M, = (12 +32)gmol-! 
z 44 gmol”!. Nach Einsetzen erhalten wir 


44 gmol-! 
T, = ——— 273 K = 4229 K 
: 28 gmol-! | j 
tl, — 156 °C; 


139. Berechnen Sie, welche Veränderung der Mittelwert der kinetischen Energie von Mole- 
külen des Gases Argon erfährt, wenn von der Substanz m = 200 g vorliegen und unter 
Konstanthaltung des Volumens eine Wärmemenge O = 840 cal zugeführt wird. 


Lösung 


Wenn das Gas sein Volumen nicht verändert, kann es Energie von außen nur als Wärme, 
nicht als mechanische Arbeit erhalten. Die von außen zugeführte Wärme O vergrößert 
die innere Energie des Gases um den Betrag AU, und es wird die Beziehung 

Q=AU (1) 
erfüllt. 
Wenn e der mittlere Wert der kinetischen Energie der Moleküle eines idealen Gases ist, 
dann hat die. innere Energie eines Mols dieses Gases den Wert U„ = Nae (Na ist die 
AvoGaApkosche Zahl), und das Gas der Masse m ist durch die innere Energie 


U=nN, AE 
charakterisiert, wobei n = m/M die Zahl der darin enthaltenen Gasmoleküle darstellt. 


Wenn wir berücksichtigen, daß Argon ein einatomiges Gas ist, für das demnach 
e = °/, KT gilt, finden wir seine innere Energie zu 


m 3 
U=— Ni — KT. 
m\7# 

In Übereinstimmung mit Gl. (1) können wir also schreiben 


| 3 
O=AU= — NZ KAT. 


Wir berücksichtigen weiter, daß de = 3/, kAT die Änderung der mittleren kinetischen 
Energie eines Moleküls bedeutet, und erhalten für diesen Wert 
MO 39,9 8 mol”! - 840 cal 
se ee ee 2 2,97 
ET N 2008-608. 10®mo 
und in Energieeinheiten ausgedrückt (1 cal = 4,187 Joule) 


de = 116,4 - 10-23 J. 
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140. Ermitteln Sie unter Berücksichtigung der Aussagen der kinetischen Gastheorie die 
spezifische Wärmekapazität bei konstantem Volumen für die Gase a) Argon und 
b) Stickstoff. Die Ergebnisse vergleichen Sie mit den in Tabelle 7 angegebenen Werten. 


Lösung 


Wenn wir voraussetzen, daß das Gas aus Molekülen gleicher Art besteht und daß jedes 
seiner Moleküle ’ Freiheitsgrade hat, dann ist der Mittelwert der kinetischen Energie 
seiner Moleküle durch die Beziehung 


j 
Zar 
7 


gegeben, und für die gesamte innere Energie eines Mols des betreffenden Gases gilt dann 


i 
U m = Na KT, 


wobei N, die Zahl der Moleküle in einem Mol (N, = 6,03 - 102? mol-!) darstellt. 
Damit enthält eine beliebige Gasmenge der Masse m die Zahl n = m/M Mole. Wenn wir 
berücksichtigen, daß die BOLTZMANN-Konstante k = R/N, ist, dann gilt für die innere 
Energie des Gases 


m iR mi 
U=—N,— -—-T=-——RT. 
M*2N M 2 
Wenn wir das Gas unter Konstanthaltung seines Volumens erwärmen, dann wird die 
gesamte zugeführte Wärme O für die Erhöhung der inneren Energie benötigt, und die 
Temperatur wächst um den Betrag AT’ an. Demnach gilt 


0, =4U= ZZ RIT+UMN- ZZ RT=— RAT. a) 
Gemäß der Definition der spezifischen Wärmekapazität ist 
0 
nn 7 T’ 
und nach Einsetzen für Q, erhalten wir aus Gl. (1) 
„_ ER 
7% 


Nach Einsetzen der gegebenen Werte ergibt sich: 
a) Argon ist ein einatomiges Gas, für das i = 3 gilt, so daß wir finden 


3R 3-8,31 J K-' mol-! 
2 M 2-40 10°? kgmol-! 
Wenn wir berücksichtigen, daß 1 J = 0,239 cal ist, ergibt sich 
c, = 0,0743 calg' K-!. 
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Die Tabellen geben einen Wert von 0,0762 calg-' K-!an. 
b) Stickstoff ist ein zweiatomiges Gas, für das i = 5 ist, so daß wir finden 


5R 5 - 8,31 


= > M = 3778.10 J kg“! Krt=.742]J kg! Kr; 


d.h., 
co=0,177calg' K-!, 


was mit dem Wert.der Tabelle von 0,177 calg! K-! übereinstimmt. 


141. Berechnen Sie für Argongas den Prozentsatz derjenigen Moleküle, die sich bei 
fo = 120 °C mit Geschwindigkeiten im Intervall zwischen v, = 2000kmh-! und 
u, = 2330 km h! bewegen. 


Lösung 


Gemäß dem MaAxweLLschen Gesetz gilt für die Geschwindigkeitsverteilung der Gas- 
moleküle 


d 2 Ze 
a Ya) v2e IT dv. (1) 


Diese Beziehung können wir vereinfachen, indem wir die sog. relative Geschwindigkeit 
als den Quotienten der Momentangeschwindigkeit v und der wahrscheinlichsten Ge- 
schwindigkeit der Moleküle v„, einführen: 


Nach Einsetzen in Gl. (1) erhalten wir 


eW?’y2 du. 


4 

fr 
u, 

[ = gibt die relative Molekülzahl an; die relativen Geschwindigkeiten der Moleküle 

u 


liegen im Geschwindigkeitsintervall zwischen den Grenzen u, und u,. Der Ausdruck 


Fuo _ FR eWy2 du 
n NE 
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142. 


wiederum gibt die relative Anzahl derjenigen Moleküle an, deren Relativgeschwindig- 
keiten größer sind als uo. Dieses Integral wurde berechnet, und in Bild 86 kann man die 
Werte dieser relativen Molekülzahlen für die verschiedenen Relativgeschwindigkeiten 
direkt ablesen. Nach den in der Aufgabe angegebenen Bedingungen finden wir 


N u Rz N 2-83JK-1mol1393K 
mn NM 40 - 10° kg mol-! 
= 404ms-! = 1454 kmh"! 


und die Relativgeschwindigkeiten 


vi 2000 
u Be a 
Baerig. = 1454 - 
v2» 2330 
OL De, 
rag 
Gemäß Bild 86 finden wir Pr Posar, Bu Bar 
u 
Hui _ 0,30; ua 2 0,18. Bild 86 
n n 


Es haben also 30% der Moleküle eine größere Geschwindigkeit als 2000 kmh! und 
18% eine größere als 2330 km h!. Im vorgegebenen Geschwindigkeitsintervall bewegen 
sich 12% aller Moleküle. 


Ermitteln Sie unter Hinzuziehung des MAxweLıschen Gesetzes der Geschwindigkeits- 
verteilung die Beziehung für die wahrscheinlichste und die Durchschnittsgeschwindig- 
keit der Gasmoleküle. 


Lösung 


Nach dem MaAxwewtschen Gesetz gilt für die relative Anzahl der Moleküle, deren 
absoluter Geschwindigkeitsbetrag im Intervall zwischen v und v + dv liegt, die Be- 
ziehung 


mv2 


= fo) do = RE (=) v2e MT do, (1) 


a) Wie aus der grafischen Darstellung und der Berechnung ersichtlich ist, nimmt die 
Funktion f(v) Nullwerte für v = O0 und für v = 00 an. Irgendwo zwischen diesen beiden 
Nullstellen liegt ein Maximum. Die Lage des Maximums entspricht derjenigen Ge- 
schwindigkeit, mit der sich bei gegebener Temperatur eine maximale Anzahl von 
Molekülen bewegt, die sog. wahrscheinlichste Geschwindigkeit. Für sie gilt 


afw) _ 


0. 
dv 
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Nach Berechnen der ersten Ableitung erhalten wir 
2 u en 
v? (- a) ve 23T 2 re AT=(, 


hieraus 


m 
Um > ——, 
m 


Da k = R/N, und mN, = M ist, wobei M die Molmasse darstellt, finden wir weiter 


2RT 
a 


M 


b) Unter der durchschnittlichen Geschwindigkeit der Moleküle verstehen wir das arith- 
metische Mittel der Geschwindigkeiten aller Gasmoleküle. Wenn sich von der Gesamt- 
zahl n der Moleküle der Bruchteil dz mit Geschwindigkeiten zwischen vo und vo + dv 
bewegt, dann ist die Durchschnittsgeschwindigkeit v, durch die Beziehung 


gegeben. Dabei bedeutet dn/n dierelative Anzahl der Moleküle, deren Geschwindigkeiten 
im Intervall v bis v + dv liegen, d. h. f(v) dv. In Hinblick auf Gl. (1) können wir so 
schreiben: 


2 JS m 2 /mı5 me 
_ z 2 (m\" ,- zer - (2) [ve ® 
Va ! vflv) dv ii | = 2) v’e dv m | a) v’e dv. 
0 0 0 


Das Integral 


[o o} 
mv? 
[ ve” ZET dv 
10) 
lösen wir durch die Substitution 


mv? 


_— —y: 
AT ”’ 


so daß sich ergibt 


m 


= 2ydy. 
gy edv ydy 
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Nach dieser Substitution geht das Integral über in 
[e 0) 
4k?T? 
7 i y?er’dy. 
= i 


© 


Der Ausdruck ji y? e-’”” dy, der partiell integriert wurde, ergibt den Wert !/,, und des- 


10) 
halb finden wir 


un. (2) act? ı [ST 
II NRÄUT m: 2 Nrm' 


Wenn wir festhalten, daß k = R/N, und mN, = M ist, erhalten wir schließlich 


Berechnen Sie, wieviel Prozent der Moleküle eines Gases eine kinetische Energie der 
Translation haben, die größer als das Dreifache des Mittelwertes der kinetischen Trans- 
lationsenergie der Moleküle ist. 


Lösung 


Für die Geschwindigkeiten der Moleküle, die den Bedingungen der Aufgabe ent- 
sprechen, muß gelten 


1 1, „= 
5 mv? > 2 2 mo‘, 
woraus wir erhalten 
v> N, 20: 
Die Anzahl der Moleküle, deren Geschwindigkeiten größer sind als vo = x) 2 v, läßt sich 


leicht aus dem Resultat der Aufgabe 141 und Bild 86 ermitteln. 
Wir finden die relative Geschwindigkeit aus 


Vo 3 2RT 5 3RT 
wu —; mm |—; üb |— 
s ’ M M 
und daher 
2D eo 
er. Seal 
Um 


Entsprechend dem Diagramm ist 


Nuo 


=0,11. 
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Also haben 11% aller Moleküle eine kinetische Energie der Translation, die größer ist 
als das Dreifache des Mittelwerts. 


144. Unter Normalbedingungen (po = latm, to =0 °C) hat die freie Weglänge eines 
Wasserstoffmoleküls den Wert !o = 1,28 : 10°°cm. Wie groß ist der Durchmesser 
eines Wasserstoffmoleküls und wie groß wird seine mittlere freie Weglänge für den Fall, 
daß die Temperatur zo = 0 °C und der Druck p = 10* Torr beträgt? 


Lösung 


Wenn wir die Beziehung für die mittlere freie Weglänge 


03 
4nnD? 
benutzen, in die wir für n (Zahl der Moleküle pro Volumeneinheit) 
n = > 
kT 


einsetzen, so erhalten wir für den gesuchten Durchmesser eines Wasserstoffmoleküls 
die Beziehung 


Nach Einsetzen der gegebenen Größen ergibt sich 
T -1,38-10°2°JK-1273K 
D’ = RIO, — Zn won N. — 6,95 - 10-20 m2, 
Arcpolo 4r 1,013 - 10° N m? 1,28 - 107m | 
so daß man findet 


D = 2,6: 10-!° m. 


Die mittlere freie Weglänge beträgt unter Normalbedingungen 


_  3KTo 
En ArpoD? 
und bei einem Druck p und der Temperatur To 
_  3KTo 
4rpD? 
Nach Division beider Gleichungen erhalten wir 
BER 
a 
und damit 
Po 760 Torr 
I = lo — = 1,228 - 10°” m —— = 0,97 m. 
p ö Te DI 
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In einem abgeschlossenen Raum von einem Kubikzentimeter Inhalt ist Wasserstoff bei 
0 °C und unter einem Druck von 1 atm eingeschlossen. Berechnen Sie die Anzahl der in 
einer Sekunde in diesem Gas auftretenden Zusammenstöße der Moleküle miteinander, 
wenn der Durchmesser eines Moleküls mit D = 2,38 - 10°® cm angenommen wird. 


Lösung 


Innerhalb einer Sekunde stößt das einzelne Molekül durchschnittlich mit Z anderen 
zusammen. Wenn vs die Durchschnittsgeschwindigkeit der Moleküle darstellt, dann ist 
ArnD? 
3 


Bei jedem Zusammenstoß treffen zwei Moleküle aufeinander. Daher ist die Gesamtzahl 
der Zusammenstöße pro Volumen- und Zeiteinheit durch die Beziehung 


n Arn?D? 
Z = [u WA = 
6 


gegeben, wobei rn die Zahl der in der Volumeneinheit enthaltenen Moleküle bedeutet. 
Wenn wir berücksichtigen, daß 


EL 2 - 
Ir’ "N TMm 


und k = R/N, ist, dann ergibt sich 


Arp?D? R 8SRT 4p?D? J 2rRT 
Lo = a7? z "MM 


Z/= Ud» 


Vq 


62T? N zM 32T? 
Nach Einsetzen der gegebenen Größen erhalten wir 
Zz= 4 - 1,0132 - 101° N? m* 2,38? - 10-?° m? 
3 - 1,38? - 10-*° J2 K-? 273? K? 
RE -3,14-8,31J K-!mol1273K 
2: 10°? kg mol! 


= 1,5: 10°’ m? st =1,5 *102° cm? s’, 


Wie groß ist die Durchschnittsgeschwindigkeit der Moleküle des Gases Argon, wenn 
die mittlere Zeitdauer zwischen jeweils zwei Zusammenstößen seiner Moleküle 
t=9.10-7s beträgt und wenn in der Volumeneinheit z = 3,4 : 101? cm”? Moleküle 
enthalten sind? Unter Normalbedingungen beträgt die mittlere freie Weglänge von 
Argonmolekülen /, = 6,66 - 10° cm. 


Lösung 


In der Zeitspanne r, die dem zeitlichen Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Zusammenstößen entspricht, legt das Molekül, das sich mit der durchschnittlichen Ge- 
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schwindigkeit v, fortbewegt, eine Strecke der Länge 


l= vi 


1 
zurück, woraus folgt va = =. (1) 


Die mittlere freie Weglänge des Moleküls erfüllt die Beziehung 


3 


Den unbekannten Durchmesser des Moleküls ermitteln wir aus den Normalbedingungen 
im Gas. Aus diesen Angaben resultiert. 


_ 3 
2 Arno D? ; 
Da ferner 
ea Do 
7 le 


ist, gilt die Beziehung 


23T, 
u ArcloPo j 


Durch Einsetzen in Gl. (2) erhalten wir 


pe BE eu lo Po 
3KTo nkTo " 
Iren Ä 
ArloPpo 


Für die durchschnittliche Geschwindigkeit ergibt sich aus Gl. (1) 


Nach Einsetzen der gegebenen Größen erhalten wir schließlich 
6,66 - 10°® m - 1,013 : 10° Nm"? _ 
3,4 - 1018 m”? -1,38-10-23JK-1273K 9.1075 
—= 5,86 :10’ms-!. 


U > 


147. Bestimmen Sie den Zusammenhang der mittleren freien Weglänge von Gasmolekülen 
und des Koeffizienten der inneren Reibung n. Berechnen Sie die mittlere freie Weglänge 
von Gasmolekülen des Sauerstoffs unter Normalbedingungen, wenn hierbei der Koeffi- 
zient der inneren Reibung des Sauerstoffs den Wert no = 19,2 - 10° kgm”! s-' hat. 
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Lösung 


a) Für / und n gelten die Beziehungen 


nn. 3 , Fu Mva 

— und?’ "7 ArN,D?’ 
und ihr Quotient ist 

n Mnva 

1 3N% 


Der Quotient m = M/N, stellt die Masse eines Moleküls dar, und das Produkt aus 
‚Molekülmasse und Zahl der Moleküle je Volumeneinheit ergibt die Gasdichte e = mn. 
Daher ist 


1 
N 7 eva. 


b) Für die mittlere freie Weglänge kann dann geschrieben werden 


Wenn wir die bereits bekannten Beziehungen für die durchschnittliche Geschwindigkeit 
der Moleküle 


und die Zustandsgleichung 
M 


m p 
V=-—-RT, al = —— 
pP Mm so 0 RT 


anwenden, dann finden wir für / die Beziehung 


woraus wir nach einfacher Umformung erhalten 
3 RTr 
2pN 2M 


Nach Einsetzen der gegebenen Größen erhalten wir schließlich 


, _ 3:19,2 10-°kgm-1 5-1 je -8,31IJK-Tmol!273K 
21,013 - 10° N m”? 2-32.103kgmol-! 


= 9,5 - 10°® m. 
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Aufgaben 


Ein Manometer zeigt einen Druck von 
75 atan. Drücken Sie diesen Druck in 
physikalischen Atmosphären, in Torr, 
in Bar und in Pascal aus. 


158a) Berechnen Sie, bei welcher Tempera- 


tur ein Gas zwei Drittel des Volumens 
einnimmt, das es — bei Konstanthaltung 
des Druckes - bei der Temperatur 0 °C 
einnahm. 


158b) Ermitteln Sie, bei welcher Temperatur 


159. 


160. 


161. 


162. 


‘ein Gas — bei Konstanthaltung des Vo- 


lumens - einen r-fachen Druck aufweist 
als bei0 °C. 

Ein an einem Gefäß mit komprimiertem 
Gas sitzendes Manometer zeigt bei der 
Temperatur 7 = 20 °C einen Druck von 
60kpcm”? an. Nach Abkühlung des 
Gases zeigt das Manometer nur noch 
45 kpcm* an. Berechnen Sie die End- 
temperatur des Gases unter der Voraus- 
setzung, daß eine etwaige Volumenände- 
rung des Gefäßes vernachlässigt werden 
kann. 

Im Raum über der Quecksilberfüllung 
eines Barometers befindet sich eine ge- 
ringe Luftmenge, was bewirkt, daß das 
Barometer einen geringeren Druck an- 
zeigt, als tatsächlich herrscht. Wenn 
z. B. der wahre Luftdruck 750 Torr be- 
trägt, zeigt das Barometer nur 730 Torr 
an. Berechnen Sie, wie groß der wahre 
Wert. des Luftdrucks ist, wenn das 
Barometer 690 Torr anzeigt. Die Länge 
des Barometers beträgt 85cm. Den 
Druck messen wir bei gleichbleibender 
Temperatur. 

Welches Volumen nehmen 4g Helium 
bei einem Druck von 750 Torr und einer 
Temperatur von 20 °C ein? 

Eine bestimmte Menge Luft nimmt bei 
einer Temperatur /o =8 °C und dem 
Druck po = 750 Torr ein Volumen 
V, = 112 cm? ein. Auf welche Tempe- 
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164. 


165. 


166. 


167. 


168. 


169. 


170. 


171. 


ratur muß die Luft erwärmt werden, 
damit sie bei einem Druck pı = 740Torr 
das Volumen V, = 136cm?einnimmt? 

In einem Behälter von 401 Fassungs- 
vermögen befindet sich Sauerstoff bei 
einer Temperatur von 27 °C und unter 


‚einem Druck von 10 kp cm?. Berech- 


nen Sie die Masse dieser Gasmenge. 
Berechnen Sie die Dichte von Stickstoff 
bei 10 °C und einem Druck von 2 at. 
Berechnen Sie das Gewicht der in einem 
Raum von 4m 5m -3m enthaltenen 
Luftmenge bei einer Zimmertemperatur 
von 20°C und einem Druck von 
760 Torr. Die Luftdichte unter Normal- 
bedingungen wird als bekannt voraus- 
gesetzt. 

Eine Glühbirne von 150 cm? Volumen 
ist mit Argon gefüllt. Wie hoch ist ihre 
Temperatur, wenn das Argon bei einem 
Druck von 750 Torr ein Gewicht von 
1,45 : 10°* kp hat? 

Berechnen Sie, welchen Wert das spe- 
zifische Volumen des Wasserstoffs an- 
nimmt, wenn er bei einer Temperatur 
von 20 °C unter einem Druck von 
1,25 atm steht. 

In einem Gefäß von 61 Inhalt befinden 
sich 1,4 g Gas bei einer Temperatur von 
27°C und einem Druck von 2,17 at. 
Um welches Gas handelt es sich? 
Berechnen Sie, welches Volumen drei 
Mole Sauerstoff bei einem Druck von 
3atm und einer Temperatur von 100 °C 
einnehmen. 

In einem Gefäß wurde Luft bei kon- 
stanter Temperatur bis auf 5% ihres ur- 
sprünglichen Druckes entspannt. Wel- 
che Luftmenge mußte dazu aus dem 
Gefäß gepumpt werden? 

Ein geeichtes Quecksilberbarometer 
zeigt bei /u = 27 °C einen Druck b = 
= 750 Torr an. Die Länge der Baro- 
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meterröhre beträgt /!= 90cm, ihr 
Querschnitt A = 1,5 cm?. Wenn wir in 
den Raum über dem Quecksilber ein 
wenig Sauerstoff leiten, sinkt die Queck- 
silbersäule um 50 mm. Berechnen Sie, 
welche Menge Sauerstoff wir eingeleitet 
haben, wenn vorausgesetzt wird, daß 
die Temperatur während des Prozesses 
konstant bleibt. 

Ein Luftbläschen im Wasser eines Sees 
hat in einer Tiefe von k = 21 m bei der 
Temperatur 7, = 4’CeinenRadiusr, = 
= 11cm. Es steigt unter Volumenver- 
größerung zur Wasseroberfläche auf. 
Wie groß wird sein Radius sein, wenn es 
die Wasseroberfläche erreicht hat, wo 
eine Temperatur vn bh =27°C 
herrscht? Der atmosphärische Druck b 
stelle den Normaldruck dar, die Ober- 
flächenspannung bleibe unberücksich- 
In einem Zylinder vom Volumen V, = 
— 5 m*® befindet sich Kohlenmonoxid- 
gas unter einem Druck pı = 150 atm, 
in einem anderen Zylinder vom Volu- 
men V2 = 8m? ist Wasserstoff von 
gleicher Temperatur, aber unter einem 
Druck p2 = 220 atm enthalten. Bei der 
Vereinigung beider Gefäßinhalte bleibe 
die Temperatur konstant. Wie groß ist 
der Druck? 

In einem Gefäß von 3 1 Inhalt befinden 
sich 10 g Wasserstoff bei einer Tempera- 
tur von 20 °C, in einem anderen Gefäß 
von 51 Inhalt bei gleicher Temperatur 
8 g Stickstoff. Wie groß ist der resultie- 
rende Druck, der sich nach Vereinigung 
beider Gefäßinhalte einstellt? 

Die Massenanteile eines Gemischs der 
durch Verbrennung entstandenen was- 
serfreien Gase sind folgende: 14% CO;, 


4,4% co, 5,8% Ö;, 75,8% N;. Wel- 


chen Wert nimmt die mittlere Molmasse 
des Gemischs an? 

Trockene Luft enthält —- wenn wir Edel- 
gase außer Betracht lassen - 23,2% 
(Massenprozente) Sauerstoff und 76,8 % 
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Stickstoff. Wie groß sind die Partial- 
drücke der einzelnen Komponenten, 
wenn der Gesamtdruck der Luft 
750 Torr beträgt? 

Ein Gasgemisch in der Zusammen- 
setzung 128 CO,,68g 0,,1g CO und 
86 g N; befindet sich bei /ı = 127 °Cin 
einem Gefäß vom Volumen V=31. 
Wie groß ist der Gesamtdruck des Ge- 
misches, und welche Werte nehmen die 
Partialdrücke der einzelnen Kompo- 
nenten an? 

Berechnen Sie, wieviel Moleküle 
(Atome) a) 11 Wasser unter normalen 
Bedingungen, b) ein Eisenwürfel und 
c) ein Kupferwürfel mit Icm Kanten- 
länge enthält. 

Wie groß ist die Masse eines Atoms 
(Moleküls) a) bei Eisen, b) bei Kupfer, 
c) bei Kochsalz? 

Wie groß ist die mittlere quadratische 
Geschwindigkeit der Moleküle a) des 
Stickstoffs, b) des Heliums bei den 
Temperaturen /ı =500 °C,» =0°C, 
tz, = —270 °C? 

Unter der Annahme, daß die mittlere 
Zentraltemperatur der Sonne 2-10’ K 


beträgt, soll berechnet werden, wie groß 
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die mittlere kinetische Translations- 
energie der Atome im Sonneninnern ist. 
Bei welcher Temperatur hat die mittlere 
quadratisch Geschwindigkeit von 
Stickstoffmolekülen gerade den halben 
Wert derjenigen bei Zimmertemperatur 
(t 1. 20 °C)? 

Wieviel Moleküle befinden sich in einem 
kugelförmigen Gefäß von 3 cm Radius, 
das mit Sauerstoff von 27°C unter 
einem Druck von 10°-*Torr gefüllt ist? 


In einem Gefäß von 21 Inhalt befinden 


sich 3 - 102° Stickstoffmoleküle, 102° 
Kohlenmonoxidmoleküle sowie 2-102° 
Wasserstoffmoleküle. Der Druck des 
Gemisches beträgt 20 Torr. Wie hoch ist 
seine Temperatur? 

Eine gewisse Menge Helium wurde von 
der Temperatur fı =20 °C auf die 
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Temperatur fz2 = —250 °C abgekühlt. 
Wie änderten sich dabei die mittlere 
kinetische Energie und. die Durch- 
schnittsgeschwindigkeit der Moleküle? 
Berechnen Sie, mit welcher durch- 
schnittlichen und mit welcher wahr- 
scheinlichsten Geschwindigkeit sich die 
Moleküle a) des Wasserstoffs, .b) des 
Heliums und c) des Sauerstoffs bei einer 
Temperatur von O0 °C bewegen. Ver- 
gleichen Sie die Resultate mit der mitt- 
leren quadratischen Geschwindigkeit. 
In einem mit Argon gefüllten Rohr 
pflanzt sich der Schall mit einer Ge- 
schwindigkeit vo. fort. Berechnen Sie, 
welchen Wert die mittlere Geschwindig- 
keit der Argonmoleküle annimmt und 
mit welcher Geschwindigkeit sich die 
meisten Moleküle bewegen. 

Berechnen Sie unter Hinzuziehung der 
Resultate der kinetischen Gastheorie 
den Wert der inneren Energie a) eines 
einatomigen, b) eines zweiatomigen 
Gases, dessen Druck mit p und dessen 
Volumen mit V gegeben ist. 

Berechnen Sie unter Hinzuziehung der 
Aussagen der kinetischen Gastheorie 
a)-die mittlere freie Weglänge der Mole- 
küle von Stickstoff und Helium, b) die 
Zahl der Zusammenstöße pro Zeit- 
einheit, die ein Molekül mit den anderen 
bei einer Temperatur von 0°C und 
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einem Druck von 5b, = 10°? Torr und 
von bz = 760 Torr erfährt. Als mittlerer 
Dürchmesser eines Stickstoffmoleküls 
wird der Wert D, = 3,16 - 101° m, für 
ein Heliummolekül wird D> = 2,2 x 
x 101° m angenommen. 
Berechnen Sie den Durchmesser eines 
Neonmoleküls, von dem bekannt ist, 
daß es bei einer Temperatur 7 = 327 °C 
und einem Druck von 1 Torr durch- 
schnittlich 2,2 : 10° Zusammenstöße in 
der Zeiteinheit ausführt. 

In einem kugelförmigen Gefäß vom 
Volumen V = 4,21 ist bei einer Tem- 
peratur t = 68 °C Stickstoff enthalten. 
Auf welchen Druckwert muß das Gas 
entspannt werden, damit die mittlere 
freie Weglänge seiner Moleküle den 
Gefäßabmessungen gleichkommt? Wie- 
viel Moleküle werden sich dann noch 
im Gefäß befinden? Den Durchmesser 
eines Stickstoffmoleküls nehmen wir mit 
etwa D = 2,3 10°" man. 

Drücken Sie die allgemeine Temperatur- 
abhängigkeit des Koeffizienten der 
inneren Reibung eines Gases aus. Be- 
rechnen Sie den Koeffizienten der inne- 
ren Reibung für Luft bei einer Tempera- 
tur t = 27 °C, wenn dieser bei der Tem- 
peratur /=0°C den Wert 9= 
= 18: 10°’ gem! s-! annimmt. 


Unter der inneren Energie eines Systems von Stoffen (z. B. des in einem Gefäß ein- 
geschlossenen Gases) verstehen wir diejenige Energie, die wir dem System zuführen 
müssen, damit es aus dem Zustand, den wir als Grundzustand gewählt haben, in den 
gegebenen Zustand übergeht. Ein Stoffsystem im Gleichgewichtszustand ist durch 
einen genau bestimmten Wert der inneren Energie ausgezeichnet. Vom Standpunkt 
der molekular-kinetischen Darstellung aus verstehen wir unter der inneren Energie 
eines Systems die Summe aus kinetischer und potentieller Energie der das System 


bildenden Moleküle. 
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Wir führen einem Stoffsystem Energie von außen gewöhnlich durch mechanische 
Arbeit oder durch Wärme zu; die Größe der Energieänderung eines Systems kann 
man durch die Größe der Arbeit oder der Wärme messen.!) Arbeit und Wärme sind 
äquivalente (gleichwertige) Energieformen. 

Im internationalen Einheitensystem gilt die Umrechnungsbeziehung 1 kcal = 
— 4186,8]. 

Wenn ein System bei infinitesimaler Änderung seines Zustands Energie von außen 
durch die mechanische Arbeit dW und die Wärme dO aufnimmt, so erhöht sich seine 
‚ Innere Energie um den Betrag dU gemäß der Beziehung 


dU=dW +0. (1) 


Arbeit dW und Wärme dO werden dabei in gleichen Einheiten ausgedrückt. 

Die Gl. (1) stellt eine der mathematischen Formulierungen des I. Hauptsatzes der 
Thermodynamik dar. | 

Wenn die Größe dW (oder dO) negativ ist, so nimmt das System keine Arbeit (oder 
Wärme) von seiner Umgebung auf, sondern gibt sie an diese ab. Wenn wir die Arbeit, 
die ein System verrichtet, mit dW’ (die abgegebene Wärme entsprechend mit dO’) 
bezeichnen, dann gelten die Beziehungen 


dW = -dW’, dO = —dO". 


In einem System von Stoffen geht ein thermodynamischer Prozeß vor sich, wenn sich 
sein Zustand ändert. Der thermodynamische Prozeß, der in einem Stoffsystem abläuft, 
wird dann als Kreisprozeß (zyklischer Prozeß) bezeichnet, wenn das System nach 
Durchlaufen verschiedener Zustandsänderungen wieder in den Ausgangszustand 
zurückkehrt. 

Die Arbeit, die ein Gas bei einer umkehrbaren infinitesimalen Änderung seines Vo- 
lumens um den Betrag dV gegen die äußeren Kräfte verrichtet (sog. Volumenarbeit), 
ist durch die Beziehung 


dW'=pdV 


gegeben, in der p der Gasdruck ist. 

Unter der spezifischen Wärmekapazität einer beliebigen Gasmenge verstehen wir die 
Wärmemenge, die zu ihrer Erwärmung um die Temperaturdifferenz von 1 grd not- 
wendig ist. Wir unterscheiden: spezifische Wärmekapazität bei konstantem Druck und 
spezifische Wärmekapazität bei konstantem Volumen. Bei einem gegebenen Gas ist 
erstere stets größer als letztere. | | 


!) Gewöhnlich drückt man sich kurz aus: Einem System wird Wärme (Arbeit) zugeführt, 
ein System gibt Wärme ab, verrichtet Arbeit 
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Die Wärmekapazität eines Mols eines Gases wird als Molwärme bezeichnet. Sie 
hängt mit der spezifischen Wärmekapazität folgendermaßen zusammen: 


C,„ = Mc, C, = Mc, 


wobei M die Masse eines Grammoleküls (Molmasse) Gas darstellt. Ein Gas wird 
dann als ideales Gas bezeichnet, wenn es die Zustandsgleichung 


pVY=nRT 


vollkommen erfüllt und wenn es eine nur von der Temperatur abhängige innere 
Energie hat. Wenn sich bei der infinitesimalen Zustandsänderung eines Mols eines 
idealen Gases seine Temperatur um den Betrag dT ändert, dann ändert sich seine 
innere Energie um 


dU = C,dT. 


Wenn uns eine bestimmte Gasmenge der Masse m vorliegt, dann enthält diese die 
Zahln = m/M Mole, so daß wir finden 


| du = 7 C,dT = mc,dT. 
M 


Der Zusammenhang zwischen der Molwärme eines idealen Gases bei konstantem 
Druck und der Molwärme bei konstantem Volumen wird durch die MAyERsche 
Gleichung ausgedrückt: 


G,-G=R 


Für die spezifischen Wärmekapazitäten gilt dann 


Der I. Hauptsatz der Thermodynamik hat für eine beliebige Gasmenge die folgende 
Form: 
do =dU+dW’=nC,dT+pdV. 


Es seien nunmehr einige einfache Zustandsänderungen eines idealen Gases vorgestellt. 


1. Isochore Zustandsänderung: 
Das Volumen des Gases bleibt konstant, es ist dY = 0; 


2 2 
dW'=0: doO=dtv: 9-|d0- |av-V,-U.. 
1 1 
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Das Gas kann Energie nur durch Wärme aufnehmen oder abführen. 


2. Isotherme Zustandsänderung: 
Die Temperatur des Gases bleibt konstant, es ist dT’' = 0; 


2 2 
dU=nC,dt=0: do=dW': 0 = | do = [dw - w. 
1 1 


Das Gas erhält nur auf einem Wege Energie, z. B. durch Wärme (Arbeit), doch gibt 
es gleichzeitig an seine Umgebung die gleiche Menge an Energie auf eine andere 
Art ab, durch Arbeit (Wärme). Kurzgefaßt kann man den Sachverhalt ausdrücken: 
Die gesamte, dem System von außen zugeführte Wärme (Arbeit) wird in mechanische 
Arbeit (Wärme) umgewandelt. 


3. Adiabatische Zustandsänderung: 
Sie verläuft bei vollständiger Wärmeisolierung des Systems, d. h., es ist dO = 0; 


2 2 
dW' = -dv: w- |dW- - [AU - U - U 


Das Gas erhält Energie nicht durch Wärme, sondern nur durch Arbeit zugeführt. 
Analog kann das Gas an seine Umgebung Energie nur durch Arbeit (nicht durch 
Wärme) abgeben. Die vom Gas verrichtete Arbeit ist gleich der Abnahme seiner 
inneren Energie. 

Der Zusammenhang zwischen dem Druck und dem Volumen des Gases wird durch 
die Poıssonsche Gleichung ausgedrückt: 


pV”" =poVo = const 


(x = C,/C,, po Druck, V, Volumen des Gases im Anfangszustand). 

Der CArnoTsche Kreisprozeß verläuft als ein Zyklus von vier aufeinanderfolgenden 
umkehrbaren Prozessen, von denen je zwei isotherm (I. und III.) sind, die bei den 
Temperaturen T, und 7, verlaufen, und zwei adiabatisch (II. und IV.). Das Arbeits- 
medium wird durch ein Mol oder Kilomol eines idealen Gases dargestellt. 

Im Verlauf eines Zyklus entnimmt das Gas einem Wärmespeicher der Temperatur 
T, die Wärmemenge 9, ‚ führt an einen Wärmespeicher der Temperatur T, die Wärme- 
menge 0; ab und verrichtet die Arbeit 


Ww'=0, —- 03. 


Der Quotient aus der vom Gase verrichteten Arbeit W’ und der bei einer höheren 
Temperatur T, aufgenommenen Wärme O, stellt den sog. Wirkungsgrad des CARNOT- 
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Prozesses dar: 


O| . en u T, 


Wenn der CARnoT-Prozeß entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, nimmt das 
Gas bei einer niedrigeren Temperatur 7, von einem Wärmespeicher die Wärme O, 
auf, nimmt eine bestimmte Menge mechanischer Wärme W aus der Umgebung auf 
und gibt an einen Wärmespeicher der höheren Temperatur 7‘, sowohl die bei 7, auf- 
genommene Wärme als auch die in Wärme umgewandelte, von außen aufgenommene 
mechanische Arbeit ab. Sein Wirkungsgrad beträgt hierbei 

W 14:7; 


TWwio, ı 


Auf diesem Prinzip basiert die Arbeitsweise einer Kältemaschine. 
Die Entropie stellt eine Zustandsgröße dar, die folgendermaßen ermittelt wurde: 
Wenn bei infinitesimaler Änderung seines Zustands ein Stoffsystem bei der Tempe- 
ratur Taufumkehrbarem Wege die Wärmemenge dO aufnimmt, dann ändert sich seine 
Entropie um den Wert 

us=.E. 

T 
Die Gesamtänderung der Entropie eines Gases bei seiner Überführung aus einem An- 
fangszustand (1) in einen Endzustand (2) ist 
2 


d 
s-5- (7 


1 


Durch diese Beziehung kann nur die Änderung der Entropie, nicht aber ihr Wert 
bestimmt werden. | 
Die Änderung der Entropie eines idealen Gases beim Übergang aus einem Zustand, 
in dem es durch die Zustandsgrößen po, VY. und 7, gekennzeichnet war, in einen 
anderen Zustand, in dem diese Größen die Werte p, V und T annehmen, ist durch die 
folgende Beziehung gegeben: 

(ı) 


As - (= Rn + nC,n. 
T 0 To 


(0) 


Bei umkehrbaren adiabatischen Prozessen ändert sich die Entropie eines Stoff- 
systems nicht, sie bleibt konstant. Bei allen nicht umkehrbaren Prozessen, die in - 
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gegenüber der Umgebung thermisch isolierten — Systemen verlaufen, vergrößert 
sich die Entropie. 

Außer den Größen p, V, T, U und S, die Funktionen des Systemzustands darstellen, 
werden in der Thermodynamik noch weitere Zustandsgrößen verwendet, z.B. 


1. Enthalpie A, 
die durch die folgende Beziehung definiert wird: 


H=U+pV; 


2. freie Energie F, 
die durch eine weitere Beziehung definiert wird: 


F=U-Ts. 


Aus der Definition dieser Größe ist ersichtlich, daß die von einem Stoffsystem bei 
der umkehrbaren isothermen Änderung seines Zustands verrichtete Arbeit gleich dem 
Zuwachs seiner freien Energie ist: 


Ze (dF)r =dW'. 


3. potentielle thermodynamische Energie G, 
die folgendermaßen definiert wird: 


G=U-TS+pV=H-1TS. 


Bei umkehrbaren Zustandsänderungen eines Systems, wenn das System nur Volumen- 
arbeit verrichten kann, ist das Differential der potentiellen thermodynamischen Ener- 
gie wie folgt bestimmt: 

dG = Vdp - SdT. 


Die GißBssche Phasenregel bestimmt die Anzahl der Freiheitsgrade f eines Systems 
mittels der Anzahl der Phasen p und der Komponenten k, aus denen sich das System 
zusammensetzt, gemäß der Beziehung 


f=k+2-p. 
Unter der Zahl der Freiheitsgrade verstehen wir die Zahl der Zustandsgrößen (z. B. 


Druck, Temperatur usw.), die man zumindest innerhalb eines bestimmten Bereichs 
variieren kann, ohne daß sich dadurch die Zahl der Phasen des Systems verändert. 


B Beispiele 


148. Eine Stahlkugel fällt mit der Anfangsgeschwindigkeit vo = 4 ms" aus einer Höhe 
h = 20 m herab und wird nach dem Aufprall auf eine elastische Unterlage bis auf die 
Höhe ho = 4m zurückgeworfen. Um wieviel Grad erhitzt sie sich dabei, wenn wir 
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voraussetzen, daß nur 607% der Arbeit, die bei der Deformation der Kugel im Moment 
ihres Aufpralls verrichtet wird, zur Erhöhung ihrer inneren Energie beitragen sollen? 


Lösung | 


Nach dem Gesetz von der Erhaltung der Energie muß die Gesamtenergie, welche die 
Kugel zu Beginn ihres Falles aus der Anfangshöhe besaß, 


1 
W= mgh + > mug, 


erhalten bleiben. Unter Berücksichtigung des Umstands, daß die Kugel beim Zurück- 
prallen nur bis in eine Höhe ho < h aufsteigt, wird ein Teil der Energie an die Umgebung 
abgeführt, und somit erhöht sich durch die Deformationsarbeit sowohl die innere 
Energie der Kugel als auch die Energie der Umgebung. Für die Deformationsarbeit 
kann man in Übereinstimmung mit dem Gesetz von der Erhaltung der Energie wie folgt 
schreiben: 


1 
W = mgh + > mog — mgho. (1) 


Ein Teil dieser Arbeit, und zwar der Betrag W’ = 0,6 W, trägt zur Erhöhung der inneren 
Energie der Kugel selbst bei, was sich durch eine Erhöhung ihrer Temperatur äußert. 
Offensichtlich in gleicher Weise würde sich die Temperatur erhöhen, wenn die Kugel 
von außen Energie in Form von Wärme zugeführt bekäme, im Wert 


O =mc4At, 
wobei Ar die Temperaturerhöhung der Kugel bedeutet. 


In Hinsicht auf die Gleichwertigkeit der Arbeit W’ und der Wärme O können wir 
schreiben 


W’=-06W=JO = JmcAt. 
Unter Berücksichtigung der Gl. (1) gilt dann 


1 
JmcAt = 0,6 (mer + 2 mv, — meh), 


woraus wir nach kurzer Umformung erhalten 


. 2g(h — ho) + ı2 


At = 0,6 ; 
"2JC 


d.h., 


| 2" 9,81ms-?- 16m + 16m? s-? 
AED Denn ng 
24,18 cal? -O1-1W ealkginı or 


Mit welcher Geschwindigkeit muß sich eine Bleikugel bewegen, damit sie beim Aufprall 
auf eine unelastische Wand schmilzt? Die ursprüngliche Temperatur der Kugel betrage 
tı = 27 °C, der Schmelzpunkt des Bleis liegt bei 7. = 327 °C. Wir setzen voraus, daß 
die gesamte kinetische Energie der Kugel vollständig in ihre innere Energie übergeht. 
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Lösung 


Beim Aufprall auf die unelastische Wand bleibt die Kugel in ihr hängen; ihre gesamte 
kinetische Energie wird durch die Verformungsarbeit i 


1 
V = 2 mv? (1) 


auf die Kugel übertragen und erhöht ihre innere Energie. 

Die von der Kugel aufgenommene Energie soll dazu ausreichen, sie bis zur Schmelz- 
temperatur zu erhitzen und vollständig zu schmelzen. Dieses Erhitzen und das Schmel- 
zen würden auch dann eintreten, wenn der Kugel von außen die Energie Q in Form von 
Wärme zugeführt worden wäre. Für das Erhitzen der Kugel von tr, auf 7, und für ihr 
Schmelzen bei der Temperatur 1, würde folgende Wärme benötigt: 


O=mc(t, — th) +ml, (2) 
wobei c die spezifische Wärmekapazität und / die Schmelzwärme des Bleis darstellt. 


Unter Berücksichtigung der Gleichwertigkeit der Wärme O und der Arbeit W können 
wir auch schreiben 


W=J0, 
und unter Berücksichtigung der Gln. (1) u. (2) erhalten wir 


1 
Jmc(tz — tı) + Jml= 5 mv’, 


also 


v = 2Jckh — tı) + 2J1, 
d.h., 


v= 2 -4,18 Jcal-! 0,03 - 10° calkg"! K-!300K +2-4,18Jcal’!5-10°calkg! = 
— 340 ms. 


Eine Arbeitsmaschine rotiert mit der Tourenzahl z = 1200 U min”! und wird ständig 
durch eine wassergekühlte Bremse gestoppt. Das Moment der Reibungskräfte ist 
M = 500 kpm = 4,9kNm. Der Bremsvorrichtung wird stündlich eine Wassermenge 
m =8:10°?kg mit der Temperatur ? = 10°C zugeleitet. Berechnen Sie, welche Tempera- 
tur das abfließende Wasser haben wird, wenn wir voraussetzen, daß nur 75% der Arbeit 
der Reibungskräfte zur Erhöhung der inneren Energie des Kühlwassers beitragen. 


Lösung 


Die Reibungskräfte, deren Moment M konstant ist, verrichten bei der Drehung eines 
Körpers um den Winkel o die Arbeit 
W = Me. (1) 


Durch diese Arbeit erhöht sich die innere Energie des Wassers und auch die der Um- 
gebung. Ein Teil dieser Arbeit vom Betrag W, = 0,75 W erhöht die innere Energie des 
Wassers, das der Bremsvorrichtung zugeführt wird, was sich in einer Temperaturerhöhung 
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um den Betrag At äußern muß. Ebenso würde sich die Temperatur erhöhen, wenn dem 
Kühlwasser von außen die Energie O in Form von Wärme zugeführt würde. Für die 
Erwärmung des Wassers der Masse m um die Temperatur At wird eine Wärmemenge 
vom Betrag | 


O = mc4t (2) 
benötigt. j 
Unter Berücksichtigung der Gleichwertigkeit von Arbeit W und Wärme O kann die 
Gleichung 

Wo = JO (3) 
erfüllt werden. Durch einen Vergleich der Gln. (1), (2) u. (3) erhalten wir 


mcAt = 0,75 z o. (4) 


Die Maschine rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit & = 2rn, und in der 
Zeit t dreht sie sich um den Winkel $ = 2rnt. Wenn wir in Gl. (4) $ durch den Aus- 
druck 2rnt ersetzen, erhalten wir für die Erhöhung der Temperatur 


An 2rMnt 


0,75. 
mc 


Nach Einsetzen der Werte erhalten wir 


1200 
2r: - 500 - 9,81 Nm s-1- 3600 s 


At = 0,75 =49,8K. 


4,18 I cal-!8-10?kg-1-10°calkg"' K-! 


Da die Anfangstemperatur des Wassers bereits 10 °C betrug, wird die Temperatur des 
abfließenden Kühlwassers den Wert 59,8 °C aufweisen. 


Ein Stoffsystem hat aus seiner Umgebung die Wärmemenge O = 1 kcal aufgenommen 
und gleichzeitig eine äußere Arbeit vom Wert W’ = 1680 J verrichtet. Ermitteln Sie, 
wie sich bei diesem Prozeß die innere Energie des Stofisystems veränderte. 


Lösung 


Gemäß dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik wird die einem System von außen 
durch Wärme zugeführte Energie einmal zur Änderung der inneren Energie AU des 
Systems benötigt, zum anderen wird sie an die äußere Umgebung in Form von Arbeit W’ 
abgeführt: 


O=4U+W. (1) 
In dieser Gleichung müssen alle Größen in gleichen Einheiten ausgedrückt werden. 


Unter Berücksichtigung der Äquivalenz von Arbeit und Wärme ist der Wärmemenge O 
die Arbeit 


W=JO 


152, 


2.3. Thermodynamik 189 


gleichwertig, und wir erhalten nach Einsetzen in Gl. (1) die Beziehung 
AU=J-W', 

d.h., 
AU = 4,18 J cal”! - 1000 cal — 1680 J = 2500]. 


Bestimmen Sie die spezifische Wärmekapazität eines Gasgemisches, bestehend aus den 
Komponenten mı =3g CO, m; =6,1g N;, ma; = 2,28 O,, wenn die spezifischen 
Wärmekapazitäten c,,; jeder einzelnen Komponente bekannt sind. 


Lösung 


Die zur Erwärmung des Gasgemischs notwendige Wärme ist gleich der Summe der 
zur Erwärmung jeder einzelnen Komponente erforderlichen Wärme. Wenn wir dem 
Gemisch unter Konstanthaltung des Volumens (bzw. Drucks) Wärme zuführen, finden 
wir für die Bestimmung der spezifischen Wärmekapazität 

da Dr 

’ mdT "9 mdT’ 

als auf das ganze Gemisch anwendbar entsprechend 

mc, dT = mıc,ı dT + mzcy2 dT + mac, dT 


und 
mc, AT = mıc,ı AT + m2c,2 AT + mac,3 AT, 
woraus wir folgern 
MiCyı 7 MaCva + MaCy3 


Te, 


; m, m, + ms 
m MiCpı + MaCp2 + MaCp3 
m + m2 + ms 
Nach Einsetzen der Werte erhalten wir schließlich 
. __@:0178+6,1 -0,177 + 2,2 0,155) gcalg"! K-! 
ö (3 +61 -+2,2)g 
-0,13calge"K-!. 


Die spezifischen Wärmekapazitäten c,„, bestimmen wir mit Hilfe. der MAverschen 
Gleichung. Wenn C, und C, die Wärmekapazitäten eines Grammpoleküls Gas dar- 
stellen, dann ist nach der MaAyezrschen Gleichung 


C»-C,=R. 
Da der Zusammenhang zwischen der spezifischen Wärmekapazität eines Grammoleküls 
und der Masseneinheit durch die Beziehung 

C= Mc 
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ausgedrückt werden kann, wobei M die Masse eines Grammoleküls ist, wird ersichtlich, 
daß 


ist. 
Nach Einsetzen der Werte finden wir 


1,98 cal K-'! mol”! 


Cyı = 0,178 calg-! K-1 + = 0,249 cal g-! K-!, 


28 gmol-! 
1,98 cal K-! mol-! 
C92 = 0,177 calg! K-! + m — 0,248 cal g' K-!, 
1,98 cal K-! mol-! | 
cr = 0,157 calg-'K-1 + mn = 0,219 calg-! K-!, 


und für das Gasgemisch folgt schließlich 
30,249 + 6,1 0,248 + 2,2 - 0,219 


2 37061422 


calg*'K-! = 0,243 cal g’rK; 


In einem mit beweglichem Kolben verschlossenen Zylinder befindet sich Wasserstoff 
der Masse m = 36g bei einer Temperatur /, =27°C und unter einem Druck 
pı = 4atm. Dieser Wasserstoff wird auf ein Drittel seines ursprünglichen Volumens 
komprimiert, wozu eine Arbeit W = 1,5 - 10° J aufgewendet werden muß. Gleichzeitig 
wurde ihm durch Kühlung die Wärmemenge O = 14,22 : 10°?.cal entzogen. 

Berechnen Sie den Druck und die Temperatur des Wasserstoffs nach erfolgter Kom- 
pression. 


Lösung 


Nach dem I. Hauptsatz der Thermodynamik gilt 
dU=dO-+dW, 

wobei 
dU = nC,dT = mc, dT. 


Für die ganze durchlaufene Zustandsänderung wird 


T 2 2 
[mc ar= | ao + [&W, 
Tı 1 i 
d.h.,- 
mc,(Tz—- Tı)=Q+W, 
woraus folgt 


+W 
mc, 
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Wenn wir berücksichtigen, daß die vom System aufgenommene Wärme O negativ ist 


und das System nach außen die positive Wärme 0° = —O abgibt, finden wir 
W 2 ‚ 
T, =Tı + ee, 
mc, 


1,5 - 10° J - 0,239 cal J*? — 14,22 - 10° cal 


e 7777.73 kg 2,42 10° calkg-! K-! 


=548K, 


d.h, | 
1, = 275 °C. 


Für den Druck p; erhalten wir aus der Zustandsgleichung die Beziehung 
MRT?7 3mRT; 


RT mw, m’ 
und da für V, gilt 
V= mr: 
PıM 
finden wir 
Tz 
Be Sue 
12 pDı T, ’ 
d.h., 
548 grd 
‚=3-4at —= 2atm = 2,22 MPa. 
Pı =3 arg atm : a 
Ein Gas, das bei einem Druck po = 760 Torr und der Temperatur fo = 20°C ein 


Volumen Vo = 8301 einnahm, wird komprimiert. Für die Kompression wird eine 

Arbeit W = 166770 J verrichtet. Berechnen Sie den nach der Kompression vorliegenden 

Wert des Volumens, des Drucks und der Temperatur unter der Voraussetzung, daß das 

Gas bei der Kompression entsprechend dem Gesetz pV” = const behandelt wird, wobei 
—= 1,25 ist. 


Lösung 


Das Gas verrichtet bei der Änderung seines Volumens von V, auf Y, die Arbeit 


In unserem Fall wird das Gas komprimiert, die Arbeit W’, die das Gas nach außen ver- 
richtet, ist negativ; zur Kompression des Gases mußte also von außen die positive 
Arbeit W = — W’ zugeführt werden. Daher gilt 


— - [ par. 1) 
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Das auf der rechten Seite von Gl. (1) stehende Integral können wir ausrechnen, indem 
wir mit der Gl. pV" = poV5 = const die Größe p ausdrücken und in Gl. (1) einsetzen. 
Somit erhalten wir 

Vi 4 


v n 
W= - [po m dv = nova | 


Vo Vo 


1 Be PoVo i-n i-n 
„I = MIN, 


woraus wir für das Volumen des Gases nach der Zustandsänderung finden 


vi” = 
- DoV? 


Nach Einsetzen der Werte ergibt sich 


m 166770 J + 1,013 - 10° N m? - 0,83 m? 
TOT emo 
woraus wir entnehmen 
Vı = 0,166 m?. 
Der sich einstellende Enddruck p, kann aus der Gleichung 
Pı ri =poVG 


bestimmt werden, indem wir finden 


Vo 0,83 m? \?/* 
=> —— == 1 t T— = nn o 
Pı =Do ( 72 atm | 0,166 m3 ) 7,5 atm = 0,76 MPa 


Für die Ermittlung der Endtemperatur wenden wir die Gleichung 


PoV5 = PıVi 


‚an, in die wir aus der Zustandsgleichung 


DoVo PıVı 


To T, 
V  T 
ve DPo’Yo 1; 
pı To 


einsetzen, 
so daß wir aus der Umformung erhalten 
PET Ta= pi" Ti, 


woraus resultiert 


155. 


13 
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Mit den gegebenen Werten folgt 


-1/5 
T, = () .293K =4383K, 


7,5 atm 
d.h., 
tı, = 165 °C. 
Eine bestimmte Menge Helium vergrößert bei konstantem Druck po, = 2 atm ihr Vo- 


lumen vom Ausgangswert Vo = 31 auf den doppelten Wert. Berechnen Sie die dafür 
notwendige Wärmezufuhr. Die Poıssonsche Konstante für Helium ist x = 1,67. 


Lösung 
Entsprechend dem I. Hauptsatz der Thermodynamik gilt 


m 
do =-—— C,dT AV. 
0) M +p 


Für die Zustandsänderung ist bei konstantem Druck p=Pp, und Vı =2V,, und wir 
erhalten nach Integration 


0=—C, (T, —-To) + PpoVo. (1) 


Jedoch gilt gemäß der Zustandsgleichung 


Mn _ Mn, PVe _ PoVo _ PoPo 
M' M’ R R RB: 
was nach Einsetzen in Gl. (1) ergibt 
C, C,+R 
Q=Z-PoVo + Polo = R PoVo. 
Unter Anwendung der MaAyezrschen Gleichung können wir weiterhin schreiben 
C; “ 
= —— DoVo- 
QO R. Doro 


Da C,/C, =* und C, — C, = Rist, wird 


C,=xC= R, 
”»—]1 
so daß wir finden 
x 
O = PoVo- 


x—] 
Mit den in der Aufgabe vorgegebenen Werten folgt 
1,67 
=: nITB 2 - 1,013 - 10° N m”? - 3 - 10”? m? = 1515 J = 362 cal. 
Hajko, Mechanik 
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156. Berechnen Sie, welche Wärmemenge bei der Kompression von m = 45 g Kohlendioxid 
der Temperatur /, = —15°C vom Druck pı =23Ncm": auf den Druck 
D2 =58 N cm”? durch Kühlung abgeführt werden muß, damit die Kompression bei 
Temperaturkonstanz, also isotherm, ausgeführt werden kann. 


Lösung 


Bei einem isothermen Prozeß bleibt die innere Energie eines idealen Gases konstant. 
Bei der Veränderung seines Volumens vom Wert V, auf den Wert V, verrichtet das Gas 
durch Umwandlung der aufgenommenen Wärme O die Arbeit 


v2 
-0= [par. 
Yı 


Dieser Ausdruck kann integriert werden, wenn wir für den Druck aus der Zustands- 
gleichung den Ausdruck 


m RT 
PMmMVv. 
einsetzen. Dann ergibt sich 
v2 
: m dV _ m Vr 
W =0=-7KRT 7 RT! 7 
VYı 


Bei einer isothermen Änderung gilt entsprechend dem BoYLE-MARIOTTEschen Gesetz 
die Beziehung 


Vi P2 j 
und daher finden wir 


m Pı 
W’=--RTlın—=O. 
M Pa Q 


Da der Druck pı < pz ist, wird diese Arbeit (ebenfalls natürlich die aufgenommene 
Wärme) negatives Vorzeichen haben. Für eine isotherme Kompression ist es notwendig, 
von außen die positive Arbeit W = — W’ zuzuführen, die vollkommen in Wärme um- 
gewandelt wird. Diese Wärme muß dem Gas durch Abkühlung entzogen werden. Für 
sie gilt 


m Pı 
'W=—- ——-RTn—., 
2 M P2 
also 
45 - 10-? kg | 23 N cm? 
'’= — 7831 JK-!1mol-! - 258K - 231g — — —— = 
2 44 - 10°? kgmol-! 7 2 58 N cm? 


= 2026 J = 484 cal. 
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157. Ein Kompressor saugt in jeder Stunde atmosphärische Luft vom Volumen Vo = 150 m? 


13* 


an und komprimiert sie auf einen Druck von pı = 108 N cm“?. Während der Kompres- 
sion wird die Luft durch einen Wasserstrom gekühlt, so daß man die Kompression als 
einen isothermen Prozeß betrachten kann. Berechnen Sie den Wasserstrom, der stünd- 
lich durch die Kühlvorrichtung fließt, wenn das Wasser von fo = 10 °C auf tı = 18 °C 
erwärmt wird. Der Außendruck der Luft hat den Wert po = lat = 9,8 - 10* Pa. 


Lösung 


Das durch die Kühlvorrichtung strömende Wasser nimmt in jeder Stunde Wärme vom 
Betrag ©’ auf und erwärmt sich dadurch um die Temperaturdifferenz Ar, wobei offenbar 
die Beziehung 


O0’ = mc4Ät 
erfüllt wird, so daß sich ergibt 
_.Q 
m = AR (1) 


Die Kompression ist ein isothermer Prozeß, d. h., die innere Energie des Gases bleibt 


"konstant, und die von außen zugeführte Gesamtarbeit W wandelt sich in die Wärme 0’ 


um, die ihrerseits mit dem Kühlwasser abgeführt wird. 
Nach dem I. Hauptsatz der Thermodynamik gilt 


vi 
= - [rav=o. 
Vo 


Wenn wir für den Druck p aus dem BovYLE-MARIOTTEschen Gesetz den Ausdruck 


V 

_ — 0) 

einsetzen, finden wir 
Vo 

PoVo Vo 

= I! —— dV = pVo In —. 

O [ 7 DoroM 72 
vi 


| V. 
Da nach Gl. (2) auch 2 ist, gilt weiterhin 
V, Do 


O0’ = poVo, In 2 
Po 


Nach Einsetzen in Gl. (1) erhalten wir für die gesuchte Wassermenge die Beziehung 


DoVoln ZU 
er Do 
cAt i 
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d.h., 
108 
0,9807 - 10° N m? 150 m? - 2,31g 8 | 
m= _ - 0,239 cal J*! = 1052 kg. 
1:10? calkg"!'K-!-8K az 
In einem mit verschiebbarem Kolben verschlossenen Kreiszylinder der Höhe /, = 0,5 m 


befindet sich Luft bei einer Temperatur 7, = 20 °C und unter einem Druck p, = 760 Torr. 
Auf welchen Betrag ändern sich Druck und Temperatur der eingeschlossenen: Luft, 
wenn bei einer adiabatischen Kompression der Kolben um den Betrag /; = 0,2 m ver- 
schoben wird? Die Poıssonsche Konstante für Luft hat den Wert x = 1,4. 


Lösung 


Den nach der adiabatischen Kompression sich einstellenden Luftdruck bestimmen wir 
gemäß der Poıssonschen Gleichung 


Pı vr u 2 4 ’ 
woraus wir finden 


Pr = Pı () R (1) 


ei d? 
Vor Beginn der Kompression nahm die Luft ein Volumen der Größe V, = rn zii ein, 


d? 
nach der Kompression verringert sich das. Volumen auf den Wert %, =n z4M ı -b). 


Nach Einsetzen dieser beiden Volumenangaben in Gl. (1) erhalten wir für den Druck 
die Beziehung 


(0 
P2 =Pı FE > 


0.5\1-* 
p., = latm (55) = 2,04 atm = 2,0710? Pa. 


9 


d.h., 


Die Abhängigkeit der Temperatur des Gases von seinem Volumen erhalten wir für die 
adiabatische Zustandsänderung aus Gl. (1), in der wir den Druck p, durch den Ausdruck 


_PıVı Ta 


p2 = 


Tı Pr 

ersetzen. Nach geringfügiger Umformung erhalten wir 
nee Vs!, 

woraus wir finden 


Y, *“-1 
T,=T,\— 
2 1 (7) 9 


159. 
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d.h, 
5 0,4 
T3 = 293 K (7) = 359,5.K 
oder 
15) = 86,5 2G, 
Aus einem Ballon, der Sauerstoff unter einem Druck p, = 1140 Torr enthält, wird 


plötzlich eine bestimmte Gasmenge abgelassen, wobei der Druck des Gases auf den 
Wert p; = 760 Torr abfällt. Dieser Prozeß kann als adiabatisch angesehen werden. Nach 
dem Verschließen des so entlasteten Ballons nimmt das eingeschlossene Restgas von 
außen Wärme auf, und zwar so lange, bis es seine ursprüngliche Temperatur wieder an- 
genommen hat. Berechnen Sie, wieviel Prozent der ursprünglichen Gasmenge abgelassen 
wurde und welcher Gasdruck sich nach Beendigung des Prozesses einstellt. 


Lösung 


Für den Ausgangszustand gilt die Zustandsgleichung 
en 
Pı V, = M RT}. (1) 


\ 

Mit dem Ablassen einer Sauerstoffmenge der Größe Am ändern sich Druck und Tem- 
peratur auf die neuen Werte p, bzw. T,, und der Zusammenhang zwischen den neuen 
Zustandsgrößen wird wiederum von der Zustandsgleichung angegeben: 


m — Am 
P»Vı = —y- RT;. (2) 


Wenn wir die Gln. (1) und (2) dividieren, erhalten wir 


Mu 
ao —__ 6) 


PR m — Am T; ' 


Da es sich beim Gasablassen um einen adiabatischen Prozeß handeln soll, können wir 
den Zusammenhang zwischen Druck und Temperatur mit Hilfe der Poissonschen 
Gleichung ausdrücken: 


Pi vi = Pr v ’ 
in die wir für das Volumen V, den aus der Zustandsgleichung ermittelten Wert 


VIT: 
Vie PıYılz 
P2Tı 


einsetzen. Nach Umformung erhalten wir 


2 (ey. (4) 
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Wenn wir diesen Ausdruck in Gl. (3) einsetzen, finden wir 


pı m A 
— = % 


Pp m-—4m 2 


9 


woraus sich ergibt 


m — Am Pa Ei 
ee 
und für die Menge des abgelassenen Gases ergibt sich in Prozenten 
100 2” = 100 1 = (22)«] 
m pı 
Nach Einsetzen der gegebenen Werte folgt 


T7O\1] 
0) ee 


A 
100 — = 100 f -( 
m 
Bei der anschließenden Wiedererwärmung erreicht das Gas wieder seine Ausgangs- 
temperatur 7, und den neuen Druck p3. Gemäß der Zustandsgleichung gilt 


P3Vı _ P2 Vi, 
T, T, i 


woraus wir finden 


Ge Tı 
P3 = Pa 7,’ 


FT. 
und nach Einsetzen von Gl. (4) für den Ausdruck Er erhalten wir 
2 


x—1 0,4 
Ps3 = Pa 2 = 760 Torr ln = 853,4 Torr = 2 Pa. 
160. Wir vergrößern ein bestimmtes Volumen Stickstoff der Temperatur fo = 27 °C und des 
Drucks po = 760 Torr einmal 
a) isotherm und 
b) adiabatisch 
auf den doppelten Wert. Berechnen Sie, auf welchen Betrag sich dabei die mittlere Ge- 
schwindigkeit der Moleküle und die Anzahl der in der Volumeneinheit enthaltenen 
Moleküle verändert. 


Lösung 


a) Bei der isothermen Zustandsänderung bleibt die Temperatur konstant, also ändert 
sich auch die mittlere Geschwindigkeit der Moleküle nicht: 


3RT R: -8,3J K-! mol-!-300K 
= [= | I = 516,4ms-t. 
2 M 28. 10°° kgmol-! nn 
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Die Zahl der in der Volumeneinheit enthaltenen Moleküle ändert sich von no auf nı. 
Für ihren Quotienten erhalten wir 


Pı 


KT, 
Nach dem Gesetz von BOYLE-MARIOTTE ist 
PoVo = pıVı und - = 
so daß wir finden 
ne u Bi oe 1 atm » 6,03 - 102? mol- < 
2 2 KTo 2RT) 2 - 0,082 1atm K-! mol”! - 300 K 


= 1,225 - 1022 1-1 = 1,225 - 101° cm”?. 
Im Ausgangszustand ist 2. = 2n, = 2,45 » 101? cm”. 
b) Durch die adiabatische Zustandsänderung, d. h. bei Änderung des Volumens von Vo, 


auf V,, ändert sich die Temperatur des Gases auf 72. Mit Hilfe der Poıssonschen Gilei- 
chung (vgl. Aufg. 158!) kann man sie aus folgender Beziehung ermitteln: 


Denn (1) 
Da für Stickstoff « = 1,4 ist, können wir schreiben 
Vo “-i 1 04 
T;»=To (7) — 300K (>) = 227,3K. 
V, 2 


Für die mittlere Geschwindigkeit erhalten wir den Wert nach Vollzug der adiabatischen 
Zustandsänderung zu 


en 3.83.2273, _ oo 
- / — 05 = 449,5 ms-!, 


Da wir die Zahl der Moleküle je Volumeneinheit nach Vorliegen der adiabatischen 
Zustandsänderung - nz — bestimmen wollen, müssen wir den sich einstellenden End- 
druck kennen. Wir ermitteln diesen aus der Poıssonschen Gleichung 


PoV9 =p:N3, 


woraus wir finden 
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Wenn wir hier den Wert für T, aus der Gl. (1) einsetzen, erhalten wir nach Umformung 


Also wird - nach Durchlaufen der isothermen und der adiabatischen Zustandsände- 
rung - die auf die Volumeneinheit entfallende Anzahl von Molekülen gleich sein. Dieser 
Umstand wird aus dem Verhalten des Gases deutlich, das in beiden Fällen sein Volumen 
verdoppelt. 


In einem Ballon befindet sich ein Gemisch aus zwei chemisch.nicht aufeinander wirken- 
den Gasen. Leiten Sie für den Fall einer adiabatischen Zustandsänderung die Abhängig- 
keit des Druckes vom Volumen ab. 


Lösung 


Gemäß dem Gesetz von DALTON wird in einem Gemisch von chemisch nicht aufeinander 
wirkenden Gasen jedes Gas so behandelt, als ob ihm allein der gesamte verfügbare 
Raum Y zustünde. 

Wenn nı und n, die Anzahl der Grammoleküle der einzelnen Komponenten 'im 
Gemisch, C,ı und C,> die zugehörigen, auf ein Grammolekül bezogenen Wärme- 
kapazitäten und pı.und p. die Partialdrücke darstellen, dann ändert sich die innere 
Energie des, Gasgemischs bei differentieller Zustandsänderung um 


dU = dU, + dU; u N1C,1 dT + N, Cy2 a7, 
und es wird die Arbeit 
dW=dW, +dW, =pıdV +pdV 


verrichtet. 
Gemäß dem I. Hauptsatz der Thermodynamik gilt für die adiabatische Zustands- 
änderung in diesem Fall (dO = 0) 


n.CudT+nC2dT+pdV +mpdV=0. 


Wenn wir für pı und p, entsprechend der Zustandsgleichung die Ausdrücke 


| 


u n,RT 2 N;RT 
Pı = V » P2 = 172 
einsetzen, erhalten wir die Beziehung 
dV dV 
N1Cy1 dT + N2Cv2 dr + N,RT Y + NRT —, =(, 


Nach einer einfachen Umformung finden wir 
dt nıR +n:R dV/ oO 
T nıCuı +tn2Ca Vo 
und nach erfolgter Integration erhalten wir zunächst die Abhängigkeit der Temperatur 
vom Volumen zu 
nı,R+n2R 


TY"ıloı tnalo — k, (2) 


162. 
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Um aber die Abhängigkeit p(V) zu finden, setzen wir für T den aus der Zustands- 
gleichung resultierenden Ausdruck 


pVY=nRT 
ein, wobei allerdings p = pı + p» und n = nı + nz ist. Wir erhalten damit 
n;R-+-n3R Ei 
pV RıCyı + N2Cv2 —=knR= const, 


woraus wir nach Umformung und unter Anwendung der Mayerschen Gleichung 
C, = C, + R die gesuchte Abhängigkeit finden: 
nıCpı + N2Cp2 
pV nıCyı + n2lC22 — const. 


In einem mit Luft gefüllten und an beiden Enden verschlossenen Kreiszylinder befindet 
sich ein frei beweglicher, reibungsfrei gelagerter Kolben, der das Volumen des Zylinders 
in. zwei Hälften unterteilt. Der Luftdruck hat auf beiden Seiten des Kolbens die gleiche 
Größe po = 760 Torr. Wenn wir den Kolben geringfügig aus der Gleichgewichtslage 
ablenken und dann loslassen, beginnt er eine Schwingungsbewegung auszuführen. Be- 
rechnen Sie die Periodendauer dieser Schwingungen, wenn wir die Prozesse im Gas dabei 
als adiabatisch ansehen. Der Kolben hat die Masse m = 1,5 kg, sein Abstand von der 
Wand hat den Wert /, = 0,2 m, die Fläche des Kolbens hat den Betrag A = 1 - 10°? m2. 


Lösung - 


Wenn wir den Kolben um eine kleine Strecke x z. B. nach rechts verschieben (Bild 87), 
so erhöht sich das Volumen im linken Teil des Zylinders auf den Wett , =, + V = 
= A(lo + x), und der Druck verringert sich von po auf pı, während im rechten Teil 
des Zylinders das verfügbare Volumen sich auf den Wert Y, = A(lo — x) verkleinert, 
wobei der Druck von po auf p, anwächst. Wenn wir die bei geringfügigen Verschiebungen 
des Kolbens eintretenden Veränderungen als adiabatische Prozesse ansehen, so gilt die 
Poıssonsche Gleichung 


PoV; = pıV, 
PoVo = P2V?3, 

und nach Einsetzen für V, und V, erhalten wir 
Polg = Pıllo + xX)*, 


Pols = Pallo — x)*. 


In der Grundstellung ist die auf den Kolben wirkende resultierende Kraft gleich Null. 
Nach erfolgter Auslenkung aus der Nullage wirkt auf den Kolben eine resultierende 
Druckkraft 


Bild 87 


a ml li A nd A 
= (P2 — pı) A= Apo (o-2%* (d+ 2 
ur Zar 


— Apol’; (2 Ss x2)* . © 
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Bei nur geringfügiger Auslenkung kann die Größe x? gegenüber /$ vernachlässigt 
werden, und analog kann in der binomischen Entwicklung (lo + x) jedes Glied ver- 
nachlässigt werden, in dem die Auslenkung x in einer höheren als der ersten Potenz 
auftritt. Nach solcherart vorgenommener Vereinfachung wird | 
2APpox 
F=A(p —-pı)= IR. 
0 

Aus diesem Ergebnis folgt, daß die auf den Kolben wirkende Kraft immer proportional 
zur momentanen Auslenkung aus der Nullage ist. Die Richtung der angreifenden Kraft 
ist parallel zur Richtung der Verschiebung. Daher können wir für die Kolbenbewegung 
folgende Bewegungsgleichung aufschreiben: 

d’x j 2Ap.* 

Ar = —w?x mit w? = nn 
Der Kolben wird offenbar harmonische Schwingungen ausführen, deren Periodendauer 
sich ergibt zu 


Pu / mio 
= — = )t . 


Nach Einsetzen der Werte finden wir 


1,5 kg 0,2m 
T-2 FR 0,06. 
"N 2-1,013:-10° Nm2-102m2-14 ——_& 


— const. 


Eine bestimmte Menge Luft sei in einem Volumen V, = 101 bei einer Temperatur 
to =0 °C und dem Druck po, = lat enthalten. Sie wird zunächst isotherm auf das 
Volumen Y, = 21 komprimiert, um anschließend adiabatisch auf das Volumen 
Vz = 201 expandiert zu werden. Welche Lufttemperatur stellt sich nach Durchlaufen 
dieser Zustandsänderungen ein, und welche Gesamtarbeit muß dazu aufgebracht werden? 
Für Luft gilt « = 1,4. 


Lösung 


Nach Durchlaufen der isothermen Zustandsänderung wird die Luft durch die Zustands- 
größen pı, Yı und T, charakterisiert sein. Für sie gilt entsprechend dem Gesetz von 
BOYLE-MARIOTTE 


PoVo = PpıVı, Tı=To. (1) 


Nach Durchlaufen der adiabatischen Zustandsänderung werden Druck, Volumen und 
Temperatur des Gases die Werte p,, V, und T, annehmen. Die sich einstellende Tem- 
peratur bestimmen wir aus der für die adiabatische Zustandsänderung geltenden Be- 
ziehung (vgl. Aufg. 1581) | 


TVet = T,VE-, 
Unter Heranziehung von Gl. (1) können wir weiterhin schreiben 
ToV, = T,V%"', 
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woraus wir für die gesuchte Temperatur 7, die Beziehung erhalten 


V, \! 
T}; = To | —— 5 
207 | 2 
Nach Einsetzen der Werte ergibt sich dafür 
21 1.4-1 
T, =273K (z) = 108,6K; t2 = —164,4 °C. 


Die Gesämtarbeit W’, die das Gas verrichtet, wird gleich der Summe der beiden Arbeiten 
sein, die bei der isothermen Zustandsänderung (W1) und bei der adiabatischen Zustands- 
änderung (W,,) auftreten. Für sie gilt 


VYı Vvı 
m dV/ V: 
wi= | am - |pav- Rn | 7 =prn—., 
Vo Vo 
73 
wi - | aw - [-au- — | mo,dT = me,(Tı — To). 2) 
Tı 


Unter Anwendung der MAyerschen Gleichung stellen wir fest, daß 


(vgl. Aufg. 195?) 


eg 
Wir setzen das in Gl. (2) ein und erhalten nach Umformung 
mR mRT, T7 
Wu = ———(N -Nn)=———l1- — 
U M@—-1) (Tı = 7) M@-)) ( 7) 
Entsprechend der Zustandsgleichung ist aber 
mR Tı 
M = D Ö Vo ’ 


so daß sich ergibt 


Die vom Gas verrichtete Gesamtarbeit ist 


V 1% T: 
w’ = w! + Wi, =poVon— + 2 1-2) 
Vo x —1 T, 


2  1at-101 108,6 
een er ar 
r ar T7a ( "273 


Wenn wir berücksichtigen, daß 1lat.= 10°? cm? kp cm? = 10 kpm = 98,1 J ist, er- 
gibt sich 
W’= —-101)I. 


= 1,031 at. 


Dem Gas muß also die Arbeit W” = 101 J zugeführt werden. 
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164. Eine bestimmte Gasmenge nimmt bei einem Druck po = 760 Torr ein Volumen 
Vo = 1lein. Das Gas soll nacheinander folgenden Veränderungen unterzogen werden: 
a) isobare Erwärmung bis zur Volumenverdopplung, 
b) weitere isochore Erwärmung bis zur Druckverdopplung, 
c) adiabatische Expansion, bis die Temperatur wieder am Ausgangswert angelangt ist. 


Berechnen Sie, welche Gesamtwärme dem Gas während dieser Prozesse zugefühit 
wurde, welche Arbeit das Gas verrichtete und wie sich dabei seine innere Energie änderte. 
Die Poıssonsche Konstante des betrachteten Gases hat den Wert x = 1,4. 


Lösung 


Bei jedem einzelnen Prozeß ermitteln wir die vom Gas verrichtete Arbeit, die Änderung 
seiner inneren Energie und die ihm zugeführte Wärme. Zur Berechnung wenden wir den 
I. Hauptsatz der Thermodynamik an, der für eine infinitesimale Zustandsänderung die 
folgende Form annimmt: 5 “ 


dO=dU+dW’, wobei dW’=pdV. 


Für ein.ideales Gas gilt 


er e 
d a Mugzsuger; er d7. 
2 M 


Da in unserem vorliegenden Fall die Poissonsche Konstante des Gases bekannt ist, 
bestimmen wir die spezifische Wärmekapazität eines Grammoleküls aus der Beziehung 


und dU = — AT. 
FE ie: 


a) Isobare Zustandsänderung: Nach Durchlaufen dieser Zustandsänderung hat das Gas 
den Druck pı = po, das Volumen V, = 2V,, und für die Temperatur T, finden wir aus 
der Zustandsgleichung 


PoVo = Po2Vo s 
To I: 


Tı = 2To. 


Das Gas verrichtet die Arbeit 
2Vo | 
Wi = [ PodV =poVr. 
Vo 
Seine innere Energie verändert sich um den Betrag 
2To 


R 
Eee das vr, 
To 
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Entsprechend der Zustandsgleichung 


= DoV. 
M PoVYo 
gilt 
V 


Die dem Gas zugeführte Wärme wird 


PoVo % 


= DoV. 
Er 


Oı = AU) + Wi = poVo a 


Be 
b) Isochore Zustandsänderung: Nach Durchlaufen dieser Zustandsänderung hat das 


Gas den Druck pz = 2pı = 220, das Volumen V2 = V, = 2V,, und für die Temperatur 
erhalten wir aus der Zustandsgleichung den Wert 


T; >= ATo. 


Da hierbei V = const ist, wird die vom Gas verrichtete Volumenarbeit W,, = 0. Die 
innere Energie ändert sich um den Betrag 


Ta 4To 
R | 2mR | 
Aun = | 47 = mn 7 _ urn, er . 
M x-]1: Me =, M@-1) x” —1 
Im Verlauf der isochoren Zustandsänderung wird dem Gas die Wärme 


2poVo 
x— |] 


Ou = — Wu +4 Un = 


zugeführt. 

c) Adiabatische Zustandsänderung: Nach Durchlaufen dieser Zustandsänderung hat 
das Gas den. Druck p3 und das Volumen P;, die Temperatur 7; = To. Das Volumen P3; 
bestimmen wir aus der Beziehung 


Tz v5; l’= T; Ve; 
welche die Abhängigkeit von Temperatuf und Volumen bei der adiabatischen Zustands- 


änderung angibt (vgl. Aufg. 158'). Aus ihr erhalten wir 
1 1 


T, \*-1 ATo \r1 a 
= (7) | A 2, = 21 Vo. 


3 10) 


Gemäß der Poıssonschen Gleichung 
P3V3 =pıP3 
folgt für den Druck p3 
V, \* 2 172 % “+1 
P3 =D 7) = 2po =) =2 1 Do- 
z 2-1 y, 
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Beim adiabatischen Prozeß ist die vom Gas verrichtete Arbeit gleich der Abnahme seiner 
inneren ne daher gilt 


Hi [par - [Me dT=-— Efes, re 


4To 


und unter Hinzuziehung der Zustandsgleichung erhalten wir dafür 


Bei dieser Zustandsänderung nimmt das Gas weder Wärme auf, noch gibt es welche ab. 
Es ist also Om = 0, und die Änderung der inneren Energie ergibt sich zu 


3poVo 


„«—1 


AUn=-— Win a 


Insgesamt wird bei den angegebenen Zustandsänderungen die Arbeit 


; 3poV. ; 2, 
W'= WI + Wi + Win = PoVo + = pa IT = 882) 
verrichtet und die Wärme 
| | % 2poVo x+2 
0 =Oı +Oı + Oıı = PoVo par eg; —= 862 )J 
x—|] x—|1 x„—|1 —— 


ae Damit ist die Änderung der inneren Energie 


oV: 2poV, 3poV: 
AU= AU; + AU + AU = + I I =0, 


165. Im Volumen Vo, eines Gefäßes befindet sich bei der Temperatur 1, eine bestimmte Menge 
eines Gases bekannter Molmasse. Berechnen Sie, welche Arbeit für das Komprimieren 
dieser Gasmenge m auf ein Volumen V, notwendig ist und wie sich bei diesem Prozeß 
seine Temperatur ändert, wenn bei dieser Zustandsänderung das Gas dem Gesetz 
pV” = const folgt, wobei 1 <n< x ist. 


Lösung 
Das Gas verrichtet die Arbeit 
v; 
= / p4V. 
Vo 


Wenn wir in dieser Gleichung den Druck p aus der Beziehung 


pv" = pDoVo = const 
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ersetzen, finden wir 
VYı 


PoV; 
VW = dV. 
5 


Vo 
Nach Integration erhalten wir 


= PoPs5 


w’ 
1l—n 


wir nm. 
Den Druck po drücken wir unter Heranziehung der Zustandsgleichung aus: 


m 
Polo = M RT, 


und erhalten nach Umformung 
RT, dan 
u, ji -(72) |- 
M (n == 1) Vı 

Das Gas soll komprimiert werden, also ist es notwendig, von außen eine Arbeit 

mRTo Vo a 

W = -W’ = —- —— Il -|— 

M(i-—n) | ( =) 

zuzuführen. Die Temperaturabhängigkeit des Gasvolumens erhalten wir aus der Be- 
ziehung 

pV"=poPV)» 
worin wir die Werte für p und p, aus der Zustandsgleichung einfügen. Damit erhalten wir 


woraus sich ergibt 
TV"! =ToVg' = const. 
Für die gesuchte Temperatur 7, finden wir 
Vo n-1 
Tı = N|I— z 
j ü | Vi ) 
166. Eine CARNOT-Maschine arbeitet mit einem Wirkungsgrad nı = 40%.. Bei Konstant- 
haltung der Temperatur ihres unteren Wärmespeichers z2 = 9 °C soll der Wirkungsgrad 


‘der Maschine auf den Wert n,. = 50% gesteigert werden, indem die Temperatur ihres 
oberen Wärmespeichers erhöht wird. Um wieviel muß sie erhöht werden? 


Lösung 


Der Wirkungsgrad der CARNOT-Maschine ist der Quotient aus der von der Maschine 
verrichteten Arbeit W’ und der bei höherer Temperatur aufgenommenen Wärme O, 
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gemäß 
eo W’ T, ge T7z 
gu m 
woraus sich ergibt 
Tz 
T, = ; 
1 7 
Im ersten Fall ist 
T: 
T, — = ’ 
1-79 


und im zweiten wird 


Tz 
De 
: 1m 
Für die gesuchte Temperaturänderung können wir also schreiben 
Tı(n2 — nı) 
Merten, 
7 A-m)A—n) 
d.h., 
282 K 0,1 
AT ! -= 94K. 


- A-0914 -053 


167. Berechnen Sie, welche Arbeit eine nach dem Prinzip der CArnoT-Maschine funktio- 
nierende Kältemaschine verrichtet, wenn in ihrer Umgebung mit der Temperatur 
tı = 20 °C eine Wassermenge m = 1kg von t, bis auf die Temperatur , = 0 °C 
herunter abgekühlt und gefroren wird. | 


Lösung 


Der Wirkungsgrad der CARNOT-Maschine ist 


Ww’ Tı, —- To 
er a nr ee 

O0 Tı 
wobei W’ die beim Kreisprozeß verrichtete Arbeit, Q, die vom Arbeitsstoff aufgenom- 
mene Wärme und 7, und 7, die Temperaturen des oberen bzw. unteren Wärmespeichers 
darstellen. Wenn die CArnoT-Maschine als Kältemaschine arbeitet, so nimmt sie vom 
unteren Wärmespeicher die Wärme O, und von außen die Arbeit W auf, und an den 
oberen Wärmespeicher überträgt sie die Wärme O, sowie diejenige Wärme, die aus der 
zugeführten Arbeit resultiert, also insgesamt 05 = Q; + W. Für den Wirkungsgrad 
können wir deshalb die Beziehung schreiben 


O0, +W’ 


N 


168. 
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woraus sich ergibt 


N T, -T 
W= --_ : 

I el, 
In unserem Fall nimmt bei der Abkühlung die Temperatur des Kühlmittels (Wasser) 
der Kältemaschine ständig ab, während sich die Temperatur der Umgebung (Wärme- 
speicher) nicht ändert. Für die Entnahme der Wärmemenge dO aus der Kältemaschine 
ist bei der Temperatur T die Arbeit 


T, -T 

dW, =d0— = 
notwendig. Durch die Wärmeentnahme dO sinkt die Temperatur des gekühlten Wassers 
von T auf 7 — dT, wobei das Wasser die Wärmemenge dQ = — mc dT freisetzt. Für 
die Abkühlung des Wassers von 7, auf To ist die Arbeit 

To 
Tı, -T 1:7 
= | Tr 10 - | = me dT 
Tj 


notwendig, d. h., 


Tı Tı 
T T. 
Wi - [me dT’— | me dT = mcT, n— — mc(Tı — To). 
T x To 
To To 


Mit den gegebenen Werten ergibt sich 


| 293 
Wı =1kg-1:10°calkg"' K':293K 2318 —. — 
— 1kg: 10% calkg-! K-! (293 — 273) K; 
W, = 69% cal. 


Beim Übergang des Wassers vom flüssigen zum festen Aggregatzustand wird - bei kon- 
stanter Temperatur von 0 °C - die Wärme 


OÖ; = ms 


frei, wobei s die Schmelzwärme des Eises bedeutet. Für die Überführung dieser Wärme 
in den oberen Wärmebehälter (Wärmespeicher) bei konstanter Temperatur 7, ist die 
Arbeit 


Tı - To T, — To 20 
ww, = = - = 1kg- 79,7 - 10? cal kg"! —— = 5839 cal 
2 =0: T, ms T, 8 calx5 273 ca 
erforderlich. Die von der Kältemaschine verrichtete Gesamtarbeit ist 
W = W, + W; = 27370 J- 


Eine Wärmekraftmaschine, deren Arbeitsmedium ein Mol idealen Gases ist, wird im 

Zyklus von drei aufeinanderfolgenden Prozessen betrieben, und zwar: -: 

1. isobare Erwärmung vom Ausgangsvolumen V, und der Ausgangstemperatur 7, auf 
die Temperatur 77; 


14 Hajko, Mechanik 
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2. adiabatische Expansion so lange, bis die Temperatur auf den Ausgangswert T, ab- 
gesunken ist; 

3. isotherme Kompression bis auf das Ausgangsvolumen V,. 

Wie groß ist der Wirkungsgrad einer solchen Maschine? 


Lösung 


Der Wirkungsgrad der Maschine wird aus der Beziehung 

w’ 

Q 

ermittelt, in der W’ die von der Maschine verrichtete Gesamtarbeit und O die Wärme 
darstellt, die von der Maschine aus dem Wärmespeicher entnommen wurde. 


1. Bei der isobaren Expansion vergrößert das Gas sein Volumen von Y, auf V, = V,T;/Tı 
und verrichtet dabei die Arbeit 


n= 


V2 
w; = [par. 
vi 


Aus der Zustandsgleichung erhalten wir 
pdV + Ydp = RdT; : 
da bei konstantem Druck dp = 0 ist, wird p dV = RdT. Daher finden wir auch 
Ta | 
wi = [rar RT, —T}). 
T, 
Die innere Energie des Gases ändert sich bei diesem Prozeß um 
Tz 
AU=W,-U, - [av = [er- CT—-NT). 
Tı 


Die dabei vom Gas aufgenommene Wärme bestimmen wir aus dem I. Hauptsatz der 
Thermodynamik: 
QG=Wı +4AU=RM-Tı)+ CT —- Tı) = CT —Tn). 


2. Im Prozeß der adiabatischen Expansion vergrößert sich das Volumen des Gases von 
V, auf V3, und seine Temperatur sinkt von 7, auf T3 = T,. Aus der bekannten Ab- 
hängigkeit von Volumen und Temperatur TV*-! = const bestimmen wir das Volumen V3 
nach Durchlaufen des Expansionsprozesses: | 
T. x-1 
Tz v2 = T, yx! — T, [r: rn) 9 
1 


woraus folgt 
T, \ 
V3 = V, (7 ”-1, (1) 


14* 
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Die Arbeit, die das Gas bei dieser adiabatischen Expansion verrichtet, ist gleich der Ab- 
nahme seiner inneren Energie, also 
T3=Tj 


V3 
Wa = | pav= - [au=- | CSIT=- HART). 
Vz Tz 


Während dieses Prozesses hat das Gas Wärme weder aufgenommen noch abgegeben, 
so daß wir finden 


Ou =(. 


3. Im Prozeß der isothermen Kompression erreicht das Gas wieder seinen Ausgangs- 
zustand, in dem es durch das Volumen V,, die Temperatur 7, und den Druck 
pı = RTı[/Vı gekennzeichnet war. Die vom Gas verrichtete Arbeit ist 


dV V 
Wi = | pav= | RT, — = RTın 
V3 Yv; 


Aus Gl. (1) aber können wir entnehmen, daß 
-|r. 
ist, woraus folgt 


Ta N 
Wu = —RTı In 7} ei 


1 


Bei diesem Prozeß wird die positive Wärme Or = Wr = — Win frei: 


/ V: 
1 = RT, n—. 

Or ‚2 v, 
Bei den angeführten Zustandsänderungen verrichtet das Gas insgesamt die Arbeit 
75. 
W=Wı+ Wut Wun=R(T —-Tı)+ C,(T2 —Tı) — RTı in (7) 
1 

und nimmt die Wärme 


0=0, = CE — T}) 
auf. Der Wirkungsgrad der ganzen Maschine ist 


(R+ CT -T)- RT, in (7) 


w’ 1 

Tg” C,(T2 — T}) 

Wenn wir berücksichtigen, daß 
un C, 

x»—]1 R 

ist, finden wir schließlich den Gesamtwirkungsgrad der Maschine 
T T 
n=1- eı In 


212 2. Wärmelehre und Molekularphysik 


169. Berechnen Sie die Entropieänderung, die bei der Mischung von m, = 10 g Wasser der 
Temperatur 7, = 100 °C und mz = 20 g Wasser der Temperatur 7, = 15 °C auftritt. 


Lösung 


Die Temperatur des Gemisches wird ermittelt aus 
_ Mıcılı 7 MaCal2 


- =433°C, d.h, 7T=3163K. 
mıcı + MacCa 


Ein aus zwei Flüssigkeiten bestehendes System hat eine Entropie, die, auf den Grund- 
zustand von z. B. 0 °C bezogen, gleich der Summe der Entropien beider Flüssigkeiten 
bezüglich eben dieses Grundzustands ist. Vor Beginn des Mischungsvorgangs hatte 
das System die u 


Tı 
do mei un me ar _ 
Ay = 
TE 
75 | 


lem 
man Mur 


Nach er wird die Gesamtentropie des Systems durch die Beziehung 


mcdT. _ T 
= In — 
Sa IE -[r mcin T, 


ausgedrückt, in der m = m, + m; ist. Für die Gesamtzunahme der Entropie finden wir 
damit 


1 T; T7 
AS = SS, - S, = In In. In 
2 1 MC Dr Mic AT MC NT, 


ee A 
En ErTee 


Mit den vorgegebenen Werten finden wir schließlich 


316, 

AS = 10-10”? kg 1. 10° calkg-' K-!-2,31g er 
316,3 

+20-.10-®kg-1- 103 calkg-! K-!-2,31g —— Tina 


= 0,23 calK-! = 0,96 JK-!. 


170. Berechnen Sie, wie sich die Entropie von m = 2 g Stickstoff verändert, der von einer 
Ausgangstemperatur fo = 0 °C auf die Temperatur t, = 30 °C erwärmt wird, und zwar 
auf zwei verschiedenen Wegen: 

a) isochore Erwärmung, 
b) isobare Erwärmung. 
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Lösung 


Für die infinitesimale Änderung der Entropie eines idealen Gases gilt 


do nCc,dT+pdV 
dS = — = ————., 
T T 
Für die gesamte Entropieänderung, vom Ausgangszustand, in dem S = S, angesetzt 
wird, bis zum neuen Endzustand, erhalten wir 


nC,dT dV 
PETE 


sS-S= 
[6] T T 9 


wobei n = m/M ist. 
Wenn wir eine beliebige Gasmenge m annehmen, dann gilt für die beiden vorgege- 
benen Erwärmungsproözesse: 


a) Bei der isochoren Zustandsänderung ist dV = 0, so daß sich ergibt 


Tı 
m dr m T, Tı 
S— So = — Cu, | — = — C, In — = mc, In —. 
So 15 mh mc a7 
To 
Mit den gegebenen Werten finden wir 
303 
5 — So = 2-10”? kg 0,177. 10° calkg”! K-! - 2,31g 33° 


= 0,0368 calK-! = 0,154 JK"!. 
b) Bei der isobaren Zustandsänderung resultiert aus der Zustandsgleichung 


m __ m 
V=-—-RT: dVY+Vdp=—— RAT. 


Da bei der isobaren Zustandsänderung dp = 0 ist, finden wirpdV = — RAT. Für die 
Anderung der Entropie erhalten wir 


T T 
m dT m dT m T m T 
_ = —(, I —+-— RI — = — (,n— + —Rlın— = 
NY So za | T + M f T M n A + M T, 
To To 
m T T 
Ya a m 


“also ist 
| R 1,98 cal mol”! K! 
= — . 3 ] -1 -1 EA SEE REN —— 
G=6+ M 0,177 - 10° calkg' K"" + 28 -10-° kgmol-! 
= 0,249 - 10°? calkg-' K-! 
und 
) -3 3 -1Yr-i 303 
SS" — So = 2: 107? kg 0,249 - 10 cal kg" K!-23lg — = 


273 
= 0,0518 calK-! = 0217JK-!. 
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Führen Sie den Beweis dafür, daß die Gesamtänderung der Entropie eines idealen Gases 
im CARNOT-Prozeß gleich Null ist. 


Lösung 


Wir setzen voraus, daß das Gas im Anfangszustand durch die Entropie S, und nach 
Durchlaufen des Zyklus durch die Entropie S ausgezeichnet ist. In jedem Zyklus ist die 
Gesamtänderung der Entropie S — S, gleich der Summe der Entropieänderungen wäh- 
rend der einzelnen Teilprozesse im Zyklus: 


S—-So=Sı - So +52 -Sı +S3 -S2 +5 — Sa. (1) 


Bei der isothermen Expansion ist 


do _ pdV m dV m Wr 
ı- 9 >= "TR —— = — Rlin—. 
2 = M V M . Yı 
Bei der adiabatischen Expansion ist 
— SS, - (0 da ja FE ist. 
Bei der isothermen Kompression ist 
Va m V3 
_ = — Rln— = — — Rin—. 
BT Ay Mm’ 
V: V; 
und da ER — y ist, wird 
m V; 
S3 — S2 = — — Rlin—. 
3 2 M v, 
Bei der adiabatischen Kompression ist wieder dO = 0, so daß wir ebenfalls finden 
NY = S 3 = 0. 
Nach Einsetzen aller gefundenen Werte in Gl. 6 erhalten wir schließlich 
m Vz Vr 
- So =—Rın— - —- Rn—=0. 
er y, M mr V, 


Hieraus ergibt sich der geforderte Beweis: 
Ss = So . 


In einer Stahlflasche mit dem Volumen V, = 501 ist Gas unter einem Druck 
pı = 45 atm enthalten, in einer anderen mit dem Volumen V, = 301 ist ein anderes 
Gas unter einem Druck p, = 85 atm aufbewahrt. Die Temperaturen in beiden Gas- 
mengen sind einander gleich, sie betragen t = 20 °C. Berechnen Sie, wie sich die Entro- 


. pie des aus beiden Gasmengen bestehenden Systems verändert, wenn die beiden Behälter 


miteinander verbunden werden. Jedes Gas sei gegenüber dem anderen. als chemisch 
inaktiv angesehen. 
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Lösung 


Für die Änderung der Entropie eines idealen Gases bestimmter Masse gilt beim Über- 
gang von einem irgendwie vorgegebenen Anfangs- zu einem bestimmten Endzustand 
‘die Beziehung 


FM cdT+pdV 


d M 
s-5- | - u == may 


T, m Vr 
-m,hZ2+-—_Rh- 1 
mc a7 ty TA (1) 


Vor dem Mischungsvorgang ist die Entropie der beiden betrachteten Gase 
S 1.7 S 1 Tr S2, 
wobei S; und Sz die Entropien der einzelnen Gase darstellen. Wenn das System nach 


dem Mischvorgang durch die Entropie S, gekennzeichnet sein soll, so gilt für die Ge- 
samtänderung der Entropie 


IS=HH = —- SH —-S:. 


Alle Entropieangaben beziehen wir auf den gleichen Grundzustand mit den Größen po, 
Vo und To 2 
Unter Hinzuziehung der Gl. (1) können wir schreiben 


T m T m V 
5-5 =molnz. + U Rn. - mia In — 7 Rn ne 
T V: 
— Mm2Caln— - "2 RnZ (2) 


To M: 2 V 


Bekamntlich ist die spezifische Wärmekapazität des Gasgemischs gleich der Summe der 
spezifischen Wärmekapazitäten seiner Komponenten, also gilt 


MC, = MıCyı + Ma2Ca2- 


Weiterhin ist die Gesamtzahl der Mole des Gemischs gegeben durch 


M M M' 
Damit finden wir die Änderung der Entropie durch Umformung der Gl. (2) zu 


MzR 


In V.. 


48251 (u + a) Rn 
M; 2 


Entsprechend der Zustandsgleichung muß gelten 


MıR DıVı MmM;R P>2 Vz 
= —— und = i 
M, T, M; Tz | 
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so daß wir nach Einsetzen erhalten 
1 
AS == Ay =“ Sı = T KvıVı + p2V)) In V’-pıVı In Vi Se P2V > In V2]. 
Nach Umformung dieser Beziehung erhalten wir schließlich 


V V V: V 
18 = 5-5 = In der cu 2 In 


y„' 
Mit Einsetzen der vorgegebenen Werte finden wir die gesuchte Entropieänderung 
45 atm - 501 50+30 _ 85atm - 301 50430 
MS rg Narren nern 1 
2 a 3 Penn 


AS = 12,1latm K-! = 1225,7JK-! = 29 calK-!. 


Berechnen Sie, wie sich die Entropie eines idealen Gases mit den Zustandsgrößen 
to = 20 °C, po = 1 atmund V, = 2 ländert, wenn es - ohne Arbeit gegen einen Kolben 
verrichten zu müssen — auf das doppelte Volumen ausgedehnt wird. 


Lösung 


Bei Ausdehnung eines idealen Gases gegen ein Vakuum verändert sich weder seine 
innere Energie noch seine Temperatur, wie das auch der bekannte Versuch von GAY- 
LussAac beweist. 

Wenn das Gas im Ausgangszustand die Entropie So und im Endzustand die Entropie S 
hat, so ändert sich seine Entropie während der Zustandsänderung um den Betrag 
AS = S — So; für diese Änderung gilt die Beziehung 


"par: 
AS = a 
s [7 - [407 + 


Da bei diesem Prozeß die Temperatur konstant bleibt, ist 


AS = PF 


Wir drücken die Größe p mit Hilfe der Zustandsgleichung aus und erhalten 


1s- RZ en... 


M V To Vo 
Vs 
Nach Einsetzen der vorgegebenen Werte erhalten wir 
latm-2] 2 Vo 
AS=S— So = —— 231 = 0,0047 1at se 
$S=S-— So >93 K ‚ig 7 ‚0047 latm K 


Da 11atm = 101,3 J und 1J = 2,39 - 10-1 cal ist, finden wir 
S — So = 0,477 IK! = 0,114 cal K-!. 
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174. Eine Menge idealen Gases vom Volumen Y, = 101 und dem Druck p, = 2atm 


175. 


lassen wir bei konstanter Temperatur auf ein Volumen Vz = 27,181 reversibel expan- 
dieren. Berechnen Sie, wie sich bei diesem Prozeß die freie Energie des Gases verändert. 


Lösung 
Aus seiner Definition ergibt sich für eine infinitesimale Änderung der freien Energie 
eines Gases 
d’=dU-TdS-SdT. 
do 


Bei den reversiblen Prozessen ist dS = u 


Bei einem isothermen Prozeß ist dU = 0 und d’ = 0, sowie dO = dW’, so daß wir 
nach Einsetzen finden 


df= —-dQO = —dW". 


Die Gesamtänderung der freien Energie erhalten wir durch Integration 


2 2 V; 
[a--[aw-- [var 
1 Yı 
Es ist also 
Vs 
FL -Fı =— — RT | — =plıln —. 
2- Fı M [ 72 PıYı DM v, 
Lg 
Mit den gegebenen Werten der :Aufgabe finden wir also 
10 
F} — Fı = 2atm- 101. 2,31g 718 7 —20latm = —202,7J. 


Eine Menge Stickstoffgas der Masse m=2g und der Temperatur to =27°C wird bei 
konstantem Druck aufein Volumen komprimiert, das nur °/, des ursprünglichen Wertes 
beträgt. Berechnen Sie, wie sich bei diesem Prozeß die potentielle thermodynamische 
Energie des Gases verändert. 


Lösung 


Aus der Definition der potentiellen thermodynamischen Energie ergibt sich für ihre 
infinitesimale Änderung 


dG=dU+pdV/ +Vdp-TdS — SAT. 


Bei umkehrbaren Prozessen ist dS = dO/T. Wenn wir weiter berücksichtigen, daß ent- 
sprechend dem I. Hauptsatz der Thermodynamik dU +pdV =döO ist, können wir 
schreiben 


dG=Vdpy —- SAT. 
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Da für die vorgegebene isobare Zustandsänderung dp = 0 ist, wird 
dG = —SAT. (1) 


Die Entropie des zur Temperatur T gehörenden Zustands finden wir zu 


m 
—_.(. d 
_je_ 1 dT+pav 
u T : T 


Für die isobare Zustandsänderung ist pdV = (m/M)RdT, und wenn wir noch die 
MAYERsche N C, = C, + R anwenden, erhalten wir 


T T 
— — — Gh = In—. 2 
[207 Fe B @) 


Unter Aisvendengde Gl. (2) erhalten wir aus Gl. (1) die gesamte Änderung der poten- 
tiellen en ne im Verlauf der vorgegebenen Zustandsänderung zu 
2 


füo= = [sor=- minor 


a 
Nach den ee ee erhalten wir für das Integral 


[ Inxdx=x(Inx — 1)und, bezogen auf unser vorliegendes Beispiel, nach Umformung 
; 
Ga = G] = mc,(Tı == To) + mc,Tı In T, 


Die nach Verlauf der isobaren Kompression sich einstellende Gastemperatur ermitteln 
wir aus der Zustandsgleichung | 
3 
Po — Vo P 


DoVo 4 3To 
IE WREEBEEE dab: ee d5K. 
To T; en E 4 


Nach Einsetzen der Werte finden wir 
G2 — Gı = 2: 10°? kg 0,249 - 10° calkg! K-! |- 7TSK+25K.: 231g 5 = 
= —5Scal= —21)J. 


Ermitteln Sie mit Hilfe der Phasenregel, durch wieviel voneinander unabhängige Zu- 
standsgrößen der Gleichgewichtszustand folgender Systeme bestimmt wird: 

a) Wasser mit gesättigtem Dampf, 

b) Kochsalzlösung (HzO + NaC]) mit gesättigtem Dampf, | 
c) ein System, das sich aus den Stoffen CaCO; , CaO und CO, zusammensetzt, zwischen 
denen die Reaktion | 


CaCO; =Ca0O + CO; ‚ (1) 


ablaufen kann. 


Lösung 


Wir wenden die Gissssche Phasenregel an: 
f=k+2-p». 


'a) Das vorgegebene System hat eine Komponente (H,O) und zwei Phasen (Flüssigkeit, 


Dampf). Daher ist 
el 2-21 


Der ‚Gleichgewichtszustand wird durch einen Parameter bestimmt, z. B. durch die 


Temperatur. 


b) Das System hat zwei Komponenten (H;O, NacC]) und zwei Phasen (Lösung, Dampf), 
daher gilt . | 


fe2492=2722 


Der Gleichgewichtszustand wird von zwei Parametern bestimmt, und zwar durch 
Temperatur und Konzentration. | 

c) Im System existieren zwei feste Phasen (CaO, CaCO;) und eine Gasphase (CO;). 
Wenn die das System bildenden Stoffe miteinander keinerlei Reaktionen eingingen, 
dann hätte das System drei Komponenten. Da aber die Reaktion (1) stattfinden kann, 
verringert sich die Anzahl der voneinander unabhängigen Komponenten um eine, so 
daß k = 2 ist. Demnach gilt 


[=2+2-3=1. 


Der Gleichgewichtszustand wird also lediglich durch einen Parameter bestimmt, z. B. 
durch die Temperatur. Dadurch ist z. B. auch der Druck des CO, bestimmt. 


A Aufgaben 


193. 


194. 


Eine Maschine, die eine Leistung der setzen voraus, daß die gesamte, bei der 
Größe P = 368 W aufnimmt, . bohrt Deformation der Kugeln durch den 
innerhalb zwei Minuten ‘ein Loch in Aufprall verrichtete Arbeit zur Erhö- 
einen Gußblock der Masse m = 20 kg. hung der inneren Energie der Kugeln 
Um wieviel Grad erwärmt sich dabei beiträgt. Aus diesen. Angaben ist das 
der Block, wenn 80% der beim Bohren mechanische Wärmeäquivalent zu be- 
'verrichteten Arbeit zur Erwärmung und stimmen. | 
damit zur Erhöhung der inneren Ener- 195. Aus der bekannten Molmasse eines 
gie des Blockes beitragen? Die spezi- Gases und aus dem Verhältnis der spe- 
fische. Wärmekapazität des Gußstückes zifischen Wärmekapazitäten x = c,/% 
ist c.-=:0,13 calg"! K-. soll der Wert der spezifischen Wärme- 
In einem Rohr, das wir 40mal um- . kapazitäten c, und c, für das Gas Stick- 
drehen, fallen Bleikugeln aus der Höhe stoff ermittelt werden. 

h = 1,2 m herab. Bei dem Experiment 196. Bestimmen Sie die Molmasse der Luft, 
stellen wir fest, daß die Temperatur der wenn ihre spezifische Wärmekapazität 


Kugeln sich um 3,8 K erhöht. Wir .c, und das Verhältnis ihrer spezifischen 


— 
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Wärmekapazitäten * = c,/c, bekannt 
sind. 

Es wird eine Mischung zweier Gase her- 
gestellt, die aus m, = 2 g Kohlendioxid 
und m =3g Stickstoff besteht. Die 
spezifischen Wärmekapazitäten c,ı und 
C,2 sind bekannt. Berechnen Sie das 
Verhältnis der spezifischen Wärme- 
kapazitäten für das resultierende Gas- 
gemisch. 

Ein Gasgemisch besteht aus m, = 2g 
Sauerstoff und m = 5 g Stickstoff. Es 
soll bei konstantem Volumen von einer 
Temperatur f, =20 °C auf a = 40 °C 
erwärmt werden. Berechnen Sie die dazu 
notwendige Wärmemenge. _ 

Einer bestimmten Menge Argon wird 
bei konstantem Volumen und einer Aus- 
gangstemperatur von 60 °C eine Wärme- 
menge von 50 cal zugeführt, wodurch 
sich eine Temperaturerhöhung auf 
88 °C einstellt. Um welche Menge 
Argon handelt es sich bei diesem Ver- 
such? 

Berechnen Sie, auf welchen Betrag sich 
die Temperatur einer Menge Kohlen- 
dioxid von m=0,6kg Masse ver- 
ringert, wenn ihr, von einer Ausgangs- 
temperatur fo =50°C ausgehend, 
15,7 kJ an innerer Energie entzogen 
werden. 

Eine bestimmte Menge idealen Gases 
nimmt bei einem Druck po = 760 Torr 
das Volumen Y, = 11 ein. Berechnen 
Sie, wie sich die innere Energie des 
Gases verändert, wenn es einem Prozeß 
unterzogen wird, bei dem der Druck auf 
das Vierfache wächst, während das Vo- 
lumen auf die Hälfte verringert wird. 
Es ist a) ein einatomiges Gas mit x = 
.=.°/s und b) ein zweiatomiges Gas mit 
x = "/,s anzunehmen. 

In einem Gefäß ist Luft der Masse 
m = 6 kg eingeschlossen. Ihr wird eine 
Wärmemenge O = 88 kcal zugeführt. 
Dabei vergrößert die Luft ihr Volumen 
und verrichtet eine Arbeit W’= 


203. 


204. 


205. 


206. 


207. 


= 182 kJ, wobei ihre Temperatur 
von ı =10°C auf 2 =52 °C an- 
steigt. Berechnen Sie auf der Grundlage 
dieser Angaben die spezifischen Wärme- 
kapazitäten c, und c, für Luft. Die 
Poıssonsche Konstante -hat den Wert 
x = 1,4. 

In einem Zylinder mit beweglichem 
Kolben wird bei konstantem Druck 
Po = 1520 Torr eine Luftmenge m = 
=5g von der Temperatur fo = 18 °C 
auf eine Temperatur. ft; = 200 °C er- 
hitzt. Welche Wärmemenge muß der 
Luft zugeführt werden, und welche 
Arbeit verrichtet sie bei der Expansion? 
Berechnen Sie ferner, um welche Strecke 
sich der bewegliche Kolben dabei ver- 
schiebt, wenn der Durchmesser des 
Kreiskolbens 6 cm beträgt. 

Eine Luftmenge der Masse m = 0,5 kg 
und der Ausgangstemperatur fu =35 °C 
wurde isobar komprimiert, wobei ihr 
eine Wärmemenge von 23,4 kcal ent- 
zogen wurde. Auf welche Temperatur 
erhitzte sie sich dabei? | 

In einem Gefäß von 60 1 Inhalt ist eine 
Luftmenge der Masse m = 0,2 kg unter 
einem Druck von 10 at eingeschlossen. 
Berechnen Sie, welche Wärmemenge ihr 
zugeführt werden muß, damit sich ihr 
Volumen bei konstantem Druck auf 
den doppelten Wert ausdehnt. Um 
welchen Betrag ändert sich dabei ihre 
innere Energie, und welche Arbeit ver- 
richtet die Luft dabei nach außen? 

Für die isobare Kompression einer Gas- 
menge der Masse m = 100 g ist es not- 
wendig, eine Arbeit vom Betrag W = 
= 1817,8 J aufzuwenden. Dabei steigt 
ihre Temperatur von f, = 40°C auf 
tz = 110 °C. Berechnen Sie, welche 
Wärme bei diesem Prozeß dem: Gas 
noch zugeführt werden muß und um 
welchen Betrag ihre innere Energie an- 
wächst. Um welches Gas handelt es 
sich hierbei? 

In einem senkrecht stehenden, mit be-. 
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weglichem:-Kolben verschlossenen Zy- 
linder der Höhe /, und der Quer- 
schnittsfläche A befindet sich Gas unter 
dem Druck po. Das Gas wird isotherm 
komprimiert, wobei der Kolben auf ein 
Zehntel seiner ursprünglichen Höhe 


'herabgedrückt wird. Welche Arbeit muß 


dazu verrichtet werden? 

Welche Wärme ist erforderlich, um 21 
Wasserstoff unter einem Druck von 
0,8 kp cm”? isotherm auf das Vierfache 
seines Volumens zu expandieren? Wel- 
chen Wert nimmt der resultierende 
Druck an? 

Bei der isothermen Kompression von 
V, = 4,5 1Luftund dem ursprünglichen 
Druck pı = 740 Torr wird an die Umge- 
bung eine Wärmemenge O0’ = 0,25 kcal 
abgeführt. Berechnen Sie Druck und 
Volumen der Luft nach Ablauf des 
Kompressionsvorgangs. 

Bei der isothermen Kompression einer 
bestimmten Gasmenge auf ein Volumen 


von 4lundeinen Druck von 21,6 N cm“? 


wird durch Abkühlung eine Wärme- 
menge von 6cal abgeführt. Berechnen 
Sie, welchen Wert der Gasdruck zu 
Beginn des Prozesses hatte, als die Gas- 
temperatur 20 °C betrug. 

Ein Kompressor saugt atmosphärische 
Luft von 760 Torr Druck und 27 °C an 
und komprimiert sie isotherm auf einen 
Druck von 26600 Torr. Berechnen Sie, 
wieviel Wärme stündlich an das Kühl- 
wasser abgeführt werden muß, wenn je 
Stunde 10 kg Luft komprimiert werden. 
Es soll Luft von 1 kg Masse und 0 °C 
Temperatur von einem Druck von 
lkpcm”? ausgehend auf den zehn- 
fachen Druck komprimiert werden. Be- 
rechnen Sie den dafür erforderlichen 


Arbeitsaufwand bei a) isothermer und 


b) adiabatischer Kompression. 
In einem Gefäß von zwei Liter Inhalt 
befinden sich bei einer Temperatur von 
27°C 2 Mol Stickstoff. 


‘Berechnen Sie, welchen Druck der 
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‚Stickstoff in verschiedenen Volumina 


von 1,51, 41,5 l1und 6 l annimmt, wenn 
das Gas a) isotherm und b) adiabatisch 
verändert wird. 

Stellen Sie die entsprechenden Druck- 
änderungen in einem p,V-Diagramm 
dar. 

Stickstoff mit einer Masse m = 8 gund 
einer Temperatur 10 = 20 °C soll adia- 
batisch auf ein Fünftel seines ursprüng- 
lichen Volumens komprimiert werden. 
Welche Arbeit wird bei diesem Prozeß 
dem Gas zugeführt, und wie ändert sich 
dabei seine innere Energie? Berechnen 
Sie auch die Temperatur des Stickstoffs 
nach Beendigung des Kompressions- 
vorgangs. 

Eine bestimmte Menge Luft mit der 
Temperatur fı = 25 °C und dem Druck 
Pı = 760 Torr wird plötzlich von einem 
Volumen VY, =151 auf ein Volumen 
V, = 3,4 1 komprimiert. Welche Werte 
nehmen Temperatur und Druck am 
Ende des Kompressionsaktes an, und 
wie verändert sich die innere Energie 
der betreffenden Luftmenge, wenn wir 
den Kompressionsakt als adiabatischen 
Prozeß ansehen? Die Poıssonsche Kon- 
stante für Luft ist « = 1,4. 

Zwei Grammoleküle Wasserstoff mit 
der Temperatur t, = 27°C und dem 
Druck pı = 745 Torr werden adiaba- 
tisch auf ein Drittel des ursprünglichen 
Volumens komprimiert. Danach wird. 
das Gas isotherm auf sein ursprüng- 
liches Volumen ausgedehnt. Wie hoch 
werden sich Endtemperatur und -druck 
einstellen? Welche Arbeit wird hierbei 


vom Gas verrichtet? 
217. 


In einem Ballon befindet sich ein Gas- 
gemisch, das durch gleiche Mengen 
Helium und Wasserstoff bei einer Tem- 
peratur von O °C und einem Druck von 
760 Torr gebildet wird. Berechnen Sie, 
wie sich Druck und Temperatur des an- 
gegebenen Gemischs ändern, wenn es 
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adiabatisch auf das doppelte Volumen 
ausgedehnt wird. | 

Eine Stickstoffmenge mit der Masse 
m = 200 g, der Ausgangstemperatur 
tı =27’C und dem Druck pı = 
= 3040 Torr wird einem thermodyna- 
mischen Prozeß unterzogen, bei dem 
der Bruck auf den Wert p; = 2280 Torr 
absinkt. Welche Wärmemengs wurde 
dem Stickstoff zugeführt, welche Arbeit 
verrichtete dieser dabei, und wie ver- 
änderte sich seine innere-Energie, wenn 
der Prozeß a) isochor, b) isotherm und 
c) adiabatisch verlief? Stellen Sie diese 
Prozesse in p,V-Diagrammen dar. j 

Es ist. der theoretisch höchste Wirkungs- 
grad einer Dampfmaschine zu bestim- 
men, die mit Dampf einer Temperatur 
von 190 °C betrieben wird und bei der 
das Kondenswasser eine Temperatur 
von 40 °C hat. 

Berechnen Sie, welche Werte die Tem- 
peraturen des oberen und des unteren 
Wärmespeichers einer idealen CARNOT- 
Maschine haben müssen, zwischen 
denen eine Temperaturdifferenz von 
40 K besteht. Die Maschine arbeitet 
mit einem Wirkungsgrad von 127%. 
Eine CARNOT-Maschine entnimmt bei 
jedem Zyklus einem oberen Wärme- 
speicher eine Wärmemenge von 100 cal, 
um einem unteren Wärmespeicher 80cal 
zuzuführen. Berechnen Sie die Tempe- 
ratur des unteren Wärmespeichers, 
wenn die des oberen bei 127 °C gehalten 
wird. 

Wie groß muß die Mindestleistung einer 
Maschine sein, die einer großen Wasser- 


‚menge der konstanten Temperatur von 


17 °C in jeder Sekunde 10 kcal Wärme 
entnimmt, um diese einem Heizkörper 
von 46 °C zuzuführen? Welche Wärme- 
menge wird insgesamt an den oberen 
Wärmespeicher abgegeben? 

Um welchen Betrag ändert sich die 
Entropie von 20 g Wasser, wenn wir es 
von 10 °C auf 75 °C erhitzen? 
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Berechnen Sie die Entropie eines 
Gramms Wasser bei einer Temperatur 
von 100 °C und die eines Gramms ge- 
sättigten Wasserdampfes der gleichen 
Temperatur, bezogen auf den flüssigen 
Aggregatzustand bei 0 °C. 

In ein drei Liter fassendes Wasserbad 
von 15 °C wird eine Masse von 1kg 
Blei gebracht, das vorher auf eine Tem- 
peratur von 300 °C erhitzt wurde. Wie 
ändert sich die Entropie des Systems 
nach Einstellung der Endtemperatur? 
Die Wärmekapazität des Gefäßes sowie 
mögliche weitere Wärmeverluste werden 
vernachlässigt. 

Um welchen Betrag ändert sich die En- 
tropie von 20 g Eis, das zuerst bei einer 
Temperatur von 0 °C vorlag und dann 
bei normalem Atmosphärendruck in 
Dampf von 100 °C verwandelt wird? 
Berechnen Sie die Entropieänderung 
von 2g Stickstoff, der bei konstanter 
Temperatur, d. h. isotherm, einer Vo- 
Jumenverringerung von 6 auf 41 unter- 
worfen wurde. . 


Um welchen Betrag ändert sich die 


Entropie von einem Gramm Kohlen- 
dioxid, das aus einem Anfangszustand 
mit den Zustandsgrößen pı = 4560 Torr 
und /ı = 20 °C in einen anderen Zu- 
stand mit den Zustandsgrößen p, = 
= 1520 Torr und 1, = —20 °C über- 
geführt wurde? 


‚Zwei Mol Gas werden bei einer Tempe- 


ratur von 127 °C so komprimiert, daß 
der Gasdruck auf den doppelten Wert 
ansteigt. Berechnen Sie, wie sich bei 
diesem Prozeß die freie Energie und die 
potentielle. thermodynamische Energie 
des Gases verändern. 

Berechnen Sie, durch wieviel vonein- 
ander unabhängige Zustandsgrößen ein 
chemisch reiner Stoff bei Änderung 
seines Aggregatzustands definiert wird. 
Beweisen Sie, daß ein System, in dem 
drei Phasen derselben Komponente 
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nebeneinander bestehen, nur bei ganz werten im Gleichgewicht existieren 
bestimmten Druck- und Temperatur- kann. 
2.4. Ein- und mehrphasige Systeme 


Bei Änderung seines Aggregatzustands nimmt ein Stoff Energie gewöhnlich nur in 
Form von Wärme auf (oder gibt sie in dieser Form ab). Kurzgefaßt Kann man sagen: 
Bei der Änderung des Aggregatzustands wird Wärme umgesetzt. Als Umwandlungs- 
wärme / bezeichnen wir diejenige Wärmemenge, die bei der Änderung des Aggregat- 
zustands einer Masseeinheit eines bestimmten Stoffes umgesetzt (d. h. zugeführt oder 
freigesetzt) wird. Gemäß dem I. Hauptsatz der Thermodynamik gilt 


O=1=U,-U, +p(V; -Vı)). 


Ein Teil der zugeführten Wärme wird bei der Änderung des Aggregatzustands zur 
Vergrößerung der inneren Energie U, — U, und ein anderer wird für die Arbeit not- 
wendig, die bei der Änderung des Volumens von Y, auf V, verrichtet wird, wenn sie 
bei konstantem Druck verläuft. 

Chemisch reine Stoffe sind bei gegebenem Druck durch eine ganz bestimmte Schmelz- 
temperatur und durch eine ganz bestimmte Siedetemperatur ausgezeichnet. Diese 
Temperatur ist druckabhängig. Die CLAUSIUS-CLAPEYRONsche Gleichung drückt die 
Druckabhängigkeit der Temperatur der Aggregatzustandsänderung von Stoffen 
in Form einer Differentialgleichung aus. Sie besagt: 

Wenn ein Stoff bei der Temperatur 7 aus einem Aggregatzustand (1) in einen anderen 
Aggregatzustand (2) übergeht und wenn für die Aggregatzustandsänderung die 
Umwandlungswärme / benötigt wird, dann verursacht eine infinitesimale Änderung 
- des Drucks um dp eine Änderung der Temperatur, bei welcher der Stoff seinen Aggre- 
gatzustand wechselt, um den Betrag dT entsprechend der Gleichung 


SL 
d’ Tıo-v,) 


(v1 bzw. v, spezifisches Volumen des entsprechenden Aggregatzustands des Stoffes). 
Bei einem ganz bestimmten Druck und einer ganz bestimmten Temperatur, dem 
sog. Tripelpunkt, können alle drei Aggregatzustände eines Stoffes im Gleichgewicht 
nebeneinander bestehen. 

Als Sattdampf bezeichnen wir einen Dampf, der sich mit seiner Flüssigkeit im thermo- 
dynamischen Gleichgewicht befindet. Seine Spannung ist — solange der Dampf ge- 
sättigt bleibt - unabhängig vom Volumen, das er einnimmt. Mit wachsender Tem- 
peratur steigt die Spannung des gesättigten Dampfes so lange an, bis sie bei einer 
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bestimmten, der sog. kritischen Temperatur 7, einen maximalen Wert erreicht. Ober- 
halb der kritischen Temperatur kann die flüssige Phase nicht mehr existieren. Den 
zur kritischen Temperatur gehörenden Druck des gesättigten Dampfes bezeichnen 
wir als kritischen Druck p, und das zugehörige Volumen als kritisches Volumen V,;. 
Die Isotherme eines realen Gases, welche die Abhängigkeit seines Drucks vom Vo- 
lurnen im Bereich der kritischen Temperatur darstellt, hat im sog. kritischen Punkt 
einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente. 

‘Die Eigenschaften und das Verhalten der realen Gase werden relativ gut durch die 
VAN-DER-WAALSssche Zustandsgleichung beschrieben. Sie hat für ein Mol Gas die 


Form 
aN\, 


(a und 5 stoffabhängige Konstanten, V„ Molvolumen, p Druck und R Gaskonstante). 
Das Glied a/V#, nennt man Innendruck oder Kohäsionsdruck des Gases. Mit seiner 
Hilfe charakterisieren wir die wechselseitige Anziehung der Gasmoleküle. 
Der Zusammenhang zwischen den vAN-DER-WaAALsschen Konstanten a und 5b sowie 
den Parametern des kritischen Zustands Dr» Vx, T, wird durch folgende Beziehungen 
angegeben: 
8a a 
RE En Rz 


Ein homogenes Gemisch zweier chemisch reiner Stoffe bezeichnen wir als Lösung. 

Die Konzentration von Lösungen wird gewöhnlich durch folgende Definitionen 

angegeben: 

&) durch die Zahl der Mole des gelösten Stoffes in 11 Lösung (sog. Molarität der 
Lösung), 

ß) durch die Zahl der Mole des gelösten Stoffes, die auf 1 kg reinen Lösungsmittels 
entfallen (sog. Kilogramm-Molarität oder Molalität der Lösung), 

y) mit Hilfe. der Massenprozentzahlen (sog. Grammbrüche) und 

6) mit Hilfe der Molbrüche gemäß folgender Definition: 


Ein Molbruch der Komponente A in einer Lösung mit den beiden Komponenten A 
und B wird durch die Beziehung | 


n 
ve 
NT NY 


bestimmt, wobei nı bzw. ng die Zahl der Mole der Komponente A bzw. B in der 
Lösung darstellt. 
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Ein homogenes Gemisch zweier Flüssigkeiten wird dann als ideal bezeichnet, wenn 
die Partialdrücke der Komponenten p, bzw. p, im Sattdampf proportional zu ihren 
Molbrüchen », bzw. v, in der Flüssigkeit sind. 

Wenn wir die Lösung eines nichtflüchtigen Stoffes betrachten, so sehen wir, daß sein 
Sattdampf nur aus dem Dampf des Lösungsmittels besteht. Wenn n, die Zahl der 
Mole des Lösungsmittels, n die Zahl der Mole des gelösten Stoffes, p, die Spannung 
der Sattdämpfe des reinen Lösungsmittels und p die Spannung der Sattdämpfe des 
Lösungsmittels über der Lösung darstellt, dann gilt für eine relative Erhöhung der 
Spannung der Sattdämpfe über der idealen Lösung eines nichtflüchtigen Stoffes das 
RAouLTsche Gesetz 


Po-P _ n 
Po no tn 


Nach van’T Horr stellt der osmotische Druck x, durch den verdünnte, elektrisch 
nicht leitfähige Flüssigkeiten wirken, den in einem solchen Fall auftretenden Druck 
so dar, als ob der gelöste Stoff das ganze Volumen einnimmt, das von der Lösung aus- 
gefüllt wird, und zwar so,-als wenn er im gasförmigen Aggregatzustand vorläge. 
Demnach ist 


RA=—RT=cRT. 
MV 


(m Masse des gelösten Stoffes, M seine Molmasse, V Volumen der Lösung, T Tempe- 
ratur der Lösung). 

Der Quotient m]MV = n]V = c stellt die Zahl der Mole des gelösten Stoffes je 
Volumeneinheit der Lösung dar. 

Lösungen erstarren bei geringerer und sieden bei höherer Temperatur als das reine 
Lösungsmittel. Die Schmelzpunkterniedrigung bzw. Siedepunkterhöhung von elek- 
trisch nicht leitenden Lösungen wird durch die Gleichungen 


At, = a At, _ LE 
MV MV 
bestimmt (At, bzw. At, die Differenz zwischen der Schmelz- bzw. der Siedetemperatur 
des reinen Lösungsmittels und der Lösung, m.Masse des gelösten Stoffes, M Mol- 
masse, V Volumen der Lösung). Die Konstanten E,, die kryoskopische Konstante, 
und E,, die ebullioskopische Konstante (auch molale Gefrierpunkterniedrigung bzw. 
molale Siedepunkterhöhung genannt), können wir aus den Beziehungen 
RT? RT; 
Ss, E > Yv 


Ools j Ooly 


15 Hajko, Mechanik 
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berechnen (R Gaskonstante, T, und T, Schmelz- bzw. Siedetemperatur des reinen 
Lösungsmittels, /, und /, Schmelzwärme bzw. Verdampfungswärme des reinen 
Lösungsmittels, o, Dichte des reinen Lösungsmittels). 


B Beispiele 


177. Unter dem Druck pı = 760 Torr schmilzt Blei bei der Temperatur f, = 327 °C. Be- 
rechnen Sie, wie groß die Schmelzwärme des Bleis bei dieser Temperatur ist, wenn sich 
bei einer Erhöhung des äußeren Drucks um Ap = 760 Torr die Schmelztemperatur um 

“At = 0,008 K erhöht und das Blei durch den Schmelzprozeß sein Volumen um 3,4% 
vergrößert. 


Lösung 


Die Schmelzwärme erhalten wir aus der CLAUSIUS-CLAPEYRONschen Gleichung 


d 
l= T(v2 - vı) ar 
Das spezifische Volumen der’festen Phase ist v; = !/e, wobei oe die Dichte des Bleis 
darstellt. Das spezifische Volumen der flüssigen Phase bestimmen wir aus der Bedingung, 
daß ihr Volumen um k% größer ist als das der festen Phase, also 


1) 


4: ZU 
2» = tV=u+ogk: | 
Der Quotient dp/d7T kann durch den Quotienten Ap/ATin Hinblick auf die geringfügige 
Temperaturänderung AT ersetzt werden. 
Nach Einsetzen in Gl. (1) erhalten wir 
Ap 1 1,013 - 10° N m? 


21 
Bi ne ee ED KK ee a a ee 
nn 100 x AT . 11,3 - 10° kgm-? 4 0,008 K 


— 22,86 10? I kg! = 5,46calg!. 


178. Die Druckabhängigkeit der Schmelztemperatur können wir beim «-Naphthol durch 
die Beziehung | | 


T=a+bp-+ cp: 


ausdrücken (a = 369 K, b = 32,63 - 10-° K Torr"', ce = — 11,25 : 10-1? K Torr-?). 
Berechnen Sie, wie groß die Schmelzwärme dieser Substanz bei einem Druck von 
100 atm ist, wenn sich das spezifische Volumen der festen Phase beim Schmelzen um 
Av = 0,107 cm? g”' vergrößert. 


179. 


15* 
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Lösung 


Unter dem Druck p = po schmilzt der Stoff bei einer Temperatur 7%, für die gilt 
To =A + bpo + cp3. 

Durch Ableiten der Temperatur 7(p) nach dem Druck erhalten wir 

: dT 
—=b+2o, 
dp 


woraus für die Änderung des Drucks der Sattdämpfe mit der Temperatur allgemein 
resultiert 


ddp 1 
dT b-+2cp 
und für den Druck p = po 


( dp _ 1 

AT/pvo 5+2cp 

Die Schmelzwärme wird sodann aus der CLAUSIUS-CLAPEYRONschen Gleichung er- 
rechnet: 


dp 
| I=Tolwa -v) Tr. 
Mit den Werten 


d 
Te =371,5K; v=wm-—v, = 0,107cm?’g-!; 2) = 40,53 aim K-! 
dT /2=20 


folgt 


I = 371,5 K - 0,107 - 10°? m? kg-! - 40,53 - 1,013 10° Nm? K"! = 
— 1,63 - 10° I kg! = 39,0 cal g-". 


Welchen Druck nimmt gesättigter Wasserdampf bei tı = 80 °C an, wenn die Abhängig- 
keit der Verdampfungswärme des Wassers von der Temperatur durch die angenäherte 
Beziehung 
l=a-—-bT 

ausgedrückt wird, wobei a = 764 calg”! und 5 = 0,6calg-! K-! ist? Wenden Sie 
bei der Berechnung der Gasphase die Zustandsgleichung an, und vernachlässigen Sie das 
spezifische Volumen der Kondensationsphase gegenüber der Gasphase bei gegebener 
Temperatur. | | 


Lösung 


Nach der CLAusıus-CLAPEYRoNschen Gleichung gilt 
dp I 
dT (»-v)T’ 
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und nach Einfügen der Bedingung != a — bt und v, < v; finden wir 


dp a—-bT 
— = —, (1) 
dT v,T 
Aus der Zustandsgleichung pV = (m/M)RT ergibt sich für das spezifische Volumen der 
Gasphase die Beziehung 
VY RT 


U, = Um — = —— 


m Mp’ 


woraus sich nach Einsetzen in Gl. (1) und einer Umformung ergibt 


Fan BE 

Indem wir beide Seiten der vorstehenden Gleichung integrieren, finden wir 
T 
d = 
/® pP _ = a—bT el gr 
m 

d.h., 
' p M 1 1 T 

In— = - — la[— — — bin —. 

" R au To “ a7). 


so daß wir finden können 


= Do eX -=le[4-- +bl — 
P = Po EXp R a T 5) n I. 


Bei einer Temperatur 1, = 100 °C beträgt der Druck der gesättigten Wasserdämpfe 
Po = 760 Torr, so daß nach Einsetzen der gegebenen Werte geschrieben werden kann 


18 gmol-! 


1,98 cal K-! mol-! 


tät 2 
P atın exp | 353 373 ° 


1 1 
1764 cal g”! (555 K-!- _— K- ; + 


353 
0,6calg'K-!-231 


p.= 0,470 atm = 357,2 Torr = 47640 Pa. 


Das Resultat kommt dem experimentell ermittelten Wert von 355,1 Torr sehr nahe, 


180. Berechnen Sie, welcher Arbeitsaufwand für die Umwandlung einer Wassermenge der 
Masse m = 1 g notwendig ist, wenn das Wasser bei konstant gehaltener Temperatur 
von 100 °C vollständig in Dampf übergeführt wird. Der Druck beträgt p = 760 Torr. 
Um welchen Betrag ändert sich bei diesem Prozeß die innere Energie des Wassers? 
Unter den gegebenen Bedingungen ist das spezifische Volumen des Wasserdampfes 
u, = 1674 cm? g-', das des Wassers v, = 1,04 cm? g*'. 


181. 
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Lösung 


Entsprechend dem I. Hauptsatz der Thermodynamik wird die zugeführte Umwandlungs- 
wärme für die Anderung der inneren Energie und für die Leistung der mit der Volumen-:. 
änderung des verdampfenden Wassers einhergehenden Arbeit aufgewendet. Demnach 
ist 
I == U az U 1 + W'. 

Bei der Änderung des Aggregatzustands ändert sich zwar der Druck nicht, aber das 
spezifische Volumen des Wassers wächst von v, auf v.. Für die notwendige Volumen- 
arbeit bei konstantem Druck erhalten wir 


W= 
v 
= 1,673 latm g’' = 169,6 Jg! = 40,5 cal g“!. 
Die Änderung der inneren Energie finden wir wie folgt: 
U, -— U, =1-—- W'=539 calg! — 40,5 calg”! = 498,5 calg"! = 2084 J g!. 


pdV = p(v, — vi) = latm 1673 - 101g" = 


v2 
1 


Bestimmen Sie die Temperatur und den Druck am Tripelpunkt des Arsens, wenn die 

Abhängigkeit der Sattdämpfe von der Temperatur durch folgende Beziehungen ge- 

geben ist: 

a) für die Flüssigkeitsphase r 
a 


pı =kıe!, (1) 


b) für die feste Phase 


a2 
Pı=kıe!. (2) 
(a = —-5658 K, az = —-15978 K, k, = 4,89 - 10° Torr, k2 = 6,31 - 10!° Torr). 


Lösung 


Im Tripelpunkt existieren bei einer ganz bestimmten Temperatur und bei ganz be- 
stimmtem Druck drei Aggregatzustände eines Stoffes im Gleichgewicht nebeneinander. 
Die Spannung der Sattdämpfe über der flüssigen und über der festen Phase muß also 
bei der Temperatur des Tripelpunkts gleich sein. j 

Die entsprechende Temperatur bestimmen wir durch Gegenüberstellung und Lösung 
der beiden Gin. (1) u. (2) 


Pı = PD2 
a a, 
kı er = ka eT 
a1—ü3 k 
2 
e T me 
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so daß sich ergibt 
dı — da ka 
= 231g — 
T Sr 
Wir finden also 
_ dı — da 
= P= & 
2,318 — 
4 E; 


Mit den gegebenen Werten ergibt sich 
—5658 K + 15978 K 


PS FPEBEIELIGTSEERENPSRELISERGEGREEIERER SEE 5, | 1K= 818 °C. 
2 23] 6,31 - 101° = Ä 
57,89 - 10° 
Den zugehörigen Druck bestimmen wir aus Gl. (1) oder (2) zu 
5658 


p = 4,89: 10° Torr-e 1091 — 2,7 -10* Torr = 36 atm = 3,65 MPa. 


Also sind die Koordinaten des Tripelpunkts von Arsen definiert-durch die Zustands- 
werte 36 atm und 818 °C. 


\ 
\ 


Gesättigter Wasserdampf wird umkehrbar adiabatisch, von der Temperatur tı = 195 °C 
ausgehend, expandiert bis auf eine Temperatur tz = 120 °C, wobei ein gewisser Anteil 
des Wassers kondensiert. Berechnen Sie, welche Zusammensetzung das aus Wasser und 
Sattdampf bestehende Gemisch nach Vollzug der Expansion hat. Die zugehörigen Ver- 
dampfungswärmen sind /ı = 468,1 cal g-! und /; = 525,7 calg-!. 


Lösung 


Bei der umkehrbaren adiabatischen Expansion verändert sich die Entropie des Systems 
nicht. Im Anfangszustand hat gesättigter Wasserdampf der Masse m eine — auf den 
Grundzustand von der Temperatur 7, bezogene — Entropie, die wir durch folgende 
Beziehung definieren: 
Iı 
Ssı=S —, 1) 
1 ıtm T, (1) 
Nach der adiabatischen Expansion auf die Temperatur 77 kondensiert eine gewisse 
Menge y, und die Entropie des aus Wasser und Sattdampf bestehenden Gemischs finden 
wir als Summe der Entropien beider Komponenten, d. h., 


m — l 
+ m- N, 2) 
2 


$2 4 
m 


wobei S; und S;, die Entropien der Wassermenge m bei den Temperaturen T\, bzw. T; 
darstellen. Aus Gl. (2) finden wir nach vollzogener Umformung 


l 
S,=S 4Hm-y)—. 
T» 
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Da es sich um eine umkehrbar adiabatische Zustandsänderung handelt, ändert sich 
hierbei die Entropie nicht, und aus der Gegenüberstellung der Gin. (1) und (2) resultiert 


Da ei (3) 


Der Quotient x = 


m — : : ud 
4 bedeutet die relative Menge gesättigten Wasserdampfesnach 
m 


Ablauf der adiabatischen Zustandsänderung. Für diese Größe finden wir aus Gl. (3) die 


Beziehung 


x = 


m -—5 m T, j 


(4) 


Die Entropie S’ von Wasser der Masse n bei der Temperatur 7’kann man - bezogen auf 
den Grundzustand bei To — aus 


T 
-/7 - [7 = mein T 
Te © T T; 
To 


und | 
T T. T 
Se me In 7 _ me In = me In 


bestimmen. Nach Einsetzen in Gl. (4) erhalten wir 


l, T, Tı 
Nach Einsetzen der Werte finden wir dann | 
393K | 468  468,1calg-! 
Zur et da pr 2 2 ng: 
KT 5Tcalg! | u 8 595 7 TgesK 


Das Gemisch, das sich nach der adiabatischen Expansion herausbildet, besteht aus 88% 
gesättigtem Wasserdampf und 12% Wasser. 


Ein CArnoT-Prozeß verläuft zwischen den Temperaturen 7, und T2. Als Arbeitsstoff 
dient Wasserdampf in einer Masse m = 1 g, der während des gesamten Prozesses ge- 
sättigt bleibt. Stellen Sie diesen Prozeß in einem p, V-Diagramm dar, und berechnen Sie 
den Wirkungsgrad. | 


Lösung 


Aus der Bedingung, daß der Wasserdampf während 
des gesamten Kreisprozesses gesättigt bleiben soll, 
ergibt sich die Forderung, daß die Kennlinie, die 
den Zyklus im p,V-Diagramm beschreibt, vollstän- 
dig innerhalb jenes Bereichs liegen muß, in dem 
Flüssigkeits- und Gasphase nebeneinander bestehen Bild 88 
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können. Die isotherme Zustandsänderung vollzieht sich bei konstantem Druck. Daher 
sind die Isothermen ‚mit den Isobaren identisch (Bild 88). Im Anfangszustand A haben 
wir m = 1 g Flüssigkeit bei einer Temperatur 7, und der Entropie S\. 

a) Im Verlauf der isothermen Expansion (Teilprozeß AB) verdampft das Wasser voll- 
ständig zu Sattdampf, wozu von außen die Wärmemenge 


O0, = ml, (1) 
zugeführt werden muß. Hierbei stellt /, die Verdampfungswärme bei der Temperatur 7; 
dar. 

b) im Verlauf der adiabatischen Expansion (Teilprozeß BC) fällt die Temperatur des 
Dampfes auf 7;, ein Teil des Dampfes kondensiert, und das entstehende Dampf-Wasser- 
Gemisch enthält eine bestimmte Menge gesättigten Dampfes, die durch die Beziehung 


Tr [SI —-8 | 
= — - an | (vgl. Aufg. 182) (2) 
m T, 


bestimmt ist (S, Entropie von 1g Wasser bei der Temperatur 7,, I; Verdampfungs- 
wärme bei der Temperatur 7). 

c) Im Verlauf der isothermen Kompression (Teilprozeß C’D) kondensiert ein weiterer 
Teil des Dampfes, der Anteildes Sattdampfes verringert sich auf x,, und die Menge des 
kondensierten Dampfes ist 


XAc "XD: 
Bei diesem Prozeß wird die Wärmemenge 

9 =(&c-%)b (3) 
frei. 
d) Im Zuge der adiabatischen Kompression (Teilprozeß DA) wird das Gemisch wieder 
in den ursprünglichen Zustand gebracht, wobei es zur vollständigen Kondensation 


kommt. Bei diesem Teilprozeß ändert sich die Entropie nicht, daher ist die Entropie des 
Systems im Zustand (D) S, dieselbe wie im Zustand (A) S;. Nun ist 


Be‘ Ay l , 
SS, = (m — Xp) — + Xp > Tr = = S;, 
m m T3 
woraus sich ergibt 
T' 
on=(sl - 2) (4) 
2 
Unter Anwendung der Beziehungen (2) und (4) erhalten wir. N 
x X=m EB 
c pp” T,ı 
Und für die freigesetzte Wärmemenge O3 erhalten wir aus Gl. (3) den Wert 
T>: 
ı 2 
= m—l 
Q,=m T, 1 


Beim CARNOT-Prozeß wird die Arbeit 
T. T, —-T 
W=0ı 0, = mlı - mo = ml —— 


% 
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gewonnen, der Wirkungsgrad des Prozesses ist also durch 


w Tı -T 


N = 
en T, 


angegeben. 


In einem Gefäß vom Volumen V = 2 m? befinden sich m = 4 kg Sauerstoff bei einer 
Temperatur =29°C. Wie groß ist der Druck? Wie verändert sich der Druck, 
wenn wir das Gas bei konstantem Volumen auf die doppelte Temperatur erwärmen? 
Zur Berechnung soll die VAN-DER-WAALSssche Zustandsgleichung angewandt werden. 


Lösung 


Für ein Mol realen Gases hat die VAN-DER-WAALssche Zustandsgleichung die Form 
a 
Va 

(V., das von einem Mol eingenommene Volumen). Wenn wir eine beliebige Gasmenge 


der Masse m in Betracht ziehen, so hat sie bei gegebener Temperatur und gegebenem 
Druck das Volumen 


V=nV/„ 


(? -H | —b)= RT (1) 


(n die Zahl der enthaltenen Mole). 
Wenn wir mit Hilfe dieser Beziehung die Größe V_„ in Gl. (1) ersetzen, erhalten wir nach 
Umformung 


(? +n? =) (V — nb) = nRT. 
Daraus erhalten wir 


nRT a 


2 


Pb "we 


Für den Druck des Sauerstoffs vor Beginn der Zustandsänderung finden wir nach Ein- 
setzen der gegebenen Werte: 


4kg 


EIERN 0,0821 atm K-! mol-! - 3022 K 


= Akg 

32 - 10°? kg mol-! 
/ Akg 2 1,35 1? atm mol? 

u | 32 - Pr) 22 . 10° 12 


2.10°1 — 0,03 1 mol-! 


= 1,55 atm = 157000 Pa. 
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Nach Vollzug der Zustandsänderung ändert sich der Druck um den Betrag . 


Ay _ AR(To + 2%) „a sur lo 5 a = 
PERTPETYZnb v?  Vonb Zi 
Rt | | 
= AV — 0,15 atm = 15200 Pa. 


Ein Mol realen Gases, das nach der van-DER-WAALsschen Zustandsgleichung behandelt 
wird, soll von einer Temperatur 7, auf eine höhere Temperatur 7, erwärmt werden. Sein 
Volumen ändert sich dabei von V, auf V,. Berechnen Sie, wie sich bei dieser Zustands- 
änderung die innere Energie des Gases verändert. 


Lösung 


Das reale Gas verrichtet bei einer Volumenänderung auch gegen die inneren Kräfte 


Arbeit, die ihren Ursprung in der gegenseitigen Beeinflussung der Moleküle haben. Der 
innere Druck p,, durch den wir diese gegenseitige Einwirkung erfassen, wird durch die 
Größe p = a/V* bestimmt. Die Gesamtarbeit, die das Gas gegen den Innendruck ver- 
richtet, d. h., | 
v2 v2: 
, a 1 1 
W’: [mar Theil a .)- 
Vi vi 


- wird für eine Erhöhung der inneren Energie des Gases benötigt. Um diesen Betrag ist 


186. 


nach der angegebenen Zustandsänderung die innere Energie des realen Gases größer, 
als es die eines idealen Gases wäre. 

Wenn wir voraussetzen, daß die spezifische Wärmekapazität von einem Mol Gas tem- 
peraturunabhängig ist, dann finden wir für die gesamte Änderung der inneren Energie 
die Beziehung 


1 1 
U, — U, = C,(T; - T,ı) + al — — —.|. 
2 1 (T; D+alz, >.) 


Berechnen Sie, wie sich die Temperatur eines der VAN-DER-WAALSsschen Gleichung ge- 
horchenden Gases ändert, wenn es dem Versuch von JOULE-THOMSsON unterzogen wird. 


Wir setzen dabei voraus, daß die Konstante 5 in der vAan-DER-WaaLsschen Gleichung 


vernachlässigt werden kann. 


Lösung 


In der Versuchsanordnung gemäß JoULE-THOMsoN wird das Gas auf nicht umkehrbare 
Weise adiabatisch expandiert. Der Prozeß verläuft bei konstanter Enthalpie des Gases. 
Daher gilt H, = H; oder 


UL +pıVı "U, + pP, (1) 
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wobei sich die Indizes 1 und 2 auf den Anfangs- bzw. Endzustand des Gases beziehen. 
Für das Produkt pV finden wir gemäß der VAN-DER-WaAALsschen Gleichung für 1 Mol 


RTV a 
vV-b V’ 
und, da 5b = 0 ist, ergibt sich 


p/’ = 


a 
BER 2, 2 
pVY/=RT 7, (2) 


Für die Berechnung der Änderung der inneren Energie des realen Gases wenden wir die 
Beziehung an, die in Beispiel 185 abgeleitet wurde: 


1 1 | 
_ =-(C,T,-—-T — - —|, 
u.-U=C(n-T)ta 7, 3) 
Wenn wir die Gln. (2) u. (3) in Gl. (1) einsetzen, finden wir 
1 1 a a 
i eyes Zar be, 
C,(T2 — 1) +al 7 „.) = RT, 72 2 + 7 


Hieraus erhalten wir nach Umformung 


Da V, >, ist, wird T» <Tı. | 
Das Gas kühlt sich also ab, es handelt sich um den sog. positiven JOULE-THOMSON- 
Effekt. | 


Die Eigenschaften und das Verhalten einiger realer Gase lassen sich recht gut mit der 
Beziehung 
(r+75)W-8 - 


beschreiben. Berechnen Sie mit Hilfe der Konstanten a und 5 die Zustandsgrößen P; 
V und 7 im kritischen Zustand. 


Lösung 


Im kritischen Punkt hat die Isotherme des Gases einen Wendepunkt, und die Tangente 
der Isotherme verläuft parallel zur Volumenachse. Daher müssen die folgenden Be- 
dingungen erfüllt sein: 


dp d?p 
u 0; — R 
dV dV/? s 1) 
Aus der angegebenen Zustandsgleichung resultiert 
RT a 
P=— - ——. (2) 
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und 

dp RT + 2a , d’p __2RT 6a 

dv W-b% TV’ dv? (V-b® TU 
Für den kritischen Zustand finden wir unter Anwendung der GI. (1) 

RT 2a 2RT, 6a 
2: 3 > a eg (3) 

(Y« — b) TV; (Yı —b) T«Vr 
Wenn wir beide Gleichungen dividieren, erhalten wir nach Umformung 

V. em 3b. 
Für die Größen T, und p, finden wir aus den Gln. (2) u. (3) die Beziehungen 

s a aR 
Ben. Se az 
Ken: Rz 


-188. Berechnen Sie, wie sich die Entropie eines Mols Stickstoff verändert, wenn dieser bei 
einer Erwärmung von fı = 27°C auf tz = 100 °C sein Volumen von V, = 21 auf 
V2 = 31 vergrößert. Wir setzen voraus, daß wir das Gas entsprechend der VAN-DER- 
Waarsschen Zustandsgleichung behandeln können. 


Lösung 


Für eine infinitesimale Änderung der Entropie gilt 


do dU+dW’ 
dS = — = ———., 1 
= - | (1) 
Die Änderung der inneren Energie dU ist bei einem realen Gas gegenüber dem idealen 
Gas um diejenige Arbeit vergrößert, die das Gas gegen den Innendruck (vgl. Bei- 


spiel 185) verrichtet. Dieser Anteil ist durch die Beziehung 


aw! - av 


gegeben. Für die infinitesimale Änderung der inneren Energie können wir also schreiben 


a 

dU=c,dT+ 24V. (2) 
Die Arbeit, die das Gas ne äußeren Kräften verrichtet, berechnen wir aus der 
Beziehung 

dW’=pdV. 


Wenn wir die Angabe für den Druck p aus der vAN-DER-Waarsschen Zustandsgleichung 
entnehmen und hier einsetzen, erhalten wir 


[RT 
W775) WW. 3) 
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Wir setzen die gefundenen Gin. (2) u. (3) in Gl. (1) ein und erhalten daraus nach Um- 
formung 
| dT dV 
u 


Für die Gesamtänderung der Entropie finden wir 


Tı 12 
dT dV/ T7z V. —b 
SS, —- Sı = | (G,— R —= („In — l : 
a T” vb ee 
‘Tı Vvj 
Nach Einsetzen der Werte ergibt sich 
373K 
S2 — Sı = 4,9% cal K-! mol! - 2,3 lg —— 
2 ı = 4,96 cal K"" mo ‚3lg 300% + 


(3 — 0,04) 1mol-! 
(2 — 0,04) 1mol-! ' 
S2 — Sı = 1,9 cal K-! mol”! = 7,96 J K-! mol-!. 


+ 1,98 cal K-! mol”! - 2,3 1g 


Eine gewisse Menge wasserfreien Kalziumchlorids (CaCl,) der Masse m, = 53,846 g 
wurde bei einer Temperatur 7 = 18 °C in Wasser der Masse m, = 100 g aufgelöst. Die 
so geschaffene Lösung hat eine Dichte oe = 1342 g1-!. 

Bestimmen Sie die Konzentration der Lösung | 

a) in Massenprozenten p, 

b) in der Molarität C, 

c) in der Molalität C,, und 

d) in Molbrüchen. 


Lösung 


a) Wenn die Gewichte der einzelnen Komponenten G, und G, und die zugehörigen 


Massen der Komponenten m, und n, sind, dann gilt 
\ 


mı 
= nn. 
r % m, + Mm; 
d.h, 
53,846 
p = 100% 5,38%, 


53,846g + 1008 


b) Die Molarität C der Lösung ist die Zahl der Mole des gelösten Stoffes in einem Liter 
Lösungsmittel. Wenn die Lösung das Volumen V einnimmt und der gelöste Stoff aus 
rn, Molen besteht, dann ist die Molarität durch die folgende Beziehung gegeben: 
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Weiterhin können wir schreiben: 


y_ Mi tm. a ga 
% j i Mı \ 
Die Masse eines Mols gelösten Stoffes (Mı) läßt sich leicht mit Hilfe der Atommassen 
ihrer Komponenten ermitteln. Für CaCl; ist Mı = 111 gmol-!, so daß sich ergibt 
mıo 53,846 g- 1342 gl-! 
C= —— = ——— =423moll". 
M,lm, Hm) Illgmol:133,86g ——— 
c) Die Molalität C„ der Lösung stellt die Anzahl der Mole des gelösten Stoffes in 1000 g 
Lösungsmittel dar. Auf mn. = 100 g Lösungsmittel entfallen 


nı = mı/Mı 
Mole gelösten Stoffes. Für die Molalität gilt dann 
n | 53,846 g 
Ba 111 gmol! eo me, 


d) Der Molbruch der Komponenten A in der Lösung mit den beiden Komponenten A 
und B wird durch die Beziehung 


NA 
Nat Ns 


ya 


bestimmt, in der n, und n, die jeweilige Zahl der Mole der beiden Komponenten A und B 
darstellen. Der Molbruch von CaCl; ist damit durch folgende Beziehung angegeben: 


m, 53,846 g 
M 111 1 | 
ga one au ONE een 0,08 


M, Ma 11l1gmol-! ' 18gmol-! 


Über einer Lösung von 100kg Masse, bestehend aus Benzol (CsH,) und Toluol 
(C;HsCH3), hat der Gesamtdruck des Sattdampfes bei einer Temperatur von 100 °C 
einen Betrag von 942 Torr. Berechnen Sie, welche Mengen Toluol und Benzol die Lö- 
sung enthält, wenn die Spannung des Sattdampfes vom Benzol allein bei gegebener 
Temperatur die Größe p! = 1340 Torr und.die des Toluols p$ = 560 Torr annimmt. 
Die Lösung soll als Ideallösung angesehen werden. 


Lösung 


Ein homogenes Gemisch zweier Flüssigkeiten kann dann als ideales Gemisch angesehen 
werden, wenn die Partialdrücke der Komponenten (p, bzw. p,) im Sattdampf ihren 
Molbrüchen (v, bzw. v;) in der Flüssigkeit proportional sind. Wenn die Spannung der 
Sattdämpfe der ersten Komponente p? und der zweiten Komponente p!? ist, dann ergibt 
sich für die Partialdrücke aus der Proportion 


‘9. 
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pı:p =vı:l und p:P = »:l 


pı =»v,p} und m» = pS, (1) 
wobei 
N Na 
y=- und „= F 2 
; nı + n2 z Nnı + na (2) 


Die Größen n, und n, stellen die zugehörigen Molzahlen der einzelnen beteiligten 
Komponenten dar. 
Da v, + v2 = 1 ist, können wir unter Anwendung der Gl. (1) wie folgt schreiben: 


Der Gesamtdruck des Sattdampfes über der Lösung ist gleich der Summe der Partial- 
drücke aller Komponenten, also 
Pı TP2 =D. 


Diese Beziehung zusammen mit der vorhergehenden bietet die Lösung für die Drücke pı 
und P>: 


o 
p—p» „m-p 
pı = ; D2 =Pp ; (3) 
'»2—-p» pp —p 


Aus den Gin. (1) u. (2) ergibt sich 


Pi Be Be Mr 
v2 Pz pi nz 

Wenn wir berücksichtigen, daß n, = m,/Mı und n, = m;/M; ist, erhalten wir unter 

Verwendung der Gln. (3) 


Diese Beziehung liefert zusammen mit der Gleichung m = m, + m, die gesuchte 
Lösung 
M;(p — P}) er 
M;:(p} — p) + Mı(p - D)) 
und nm =m-—mı. 
Mit den gegebenen Werten finden wir 


mMı = 


M, =78gmol!; M,;=92gmol"!; 
78 - 10°? kg mol”! (942 — 560) Torr 


ee a a nr a er 00 

m 92 - 10°? kgmol-! (1340 — 942) Torr + 78 10°? kgmol-! (942 — 560) Torr = 
m, >= 44,9 kg; m; = 55,1 kg. 

In einem Liter Wasser werden m = 50 g eines nicht dissoziierenden Stoffes bei der 


Temperatur r = 95 °C gelöst. Die über der Lösung befindlichen Sattdämpfe haben eine 
Spannung p = 632,8 Torr. Bestimmen Sie die Molmasse des gelösten Stoffes. Bei der 
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gegebenen Temperatur von 95 °C hat der gesättigte Wasserdampf eine Spannung von 
634 Torr. 


Lösung 


Aus dem Raourtschen Gesetz 
Po —Pp n 


Po no tn 
bestimmen wir die Anzahl z der Mole des gelösten Stöffes, und mit Hilfe der Beziehung . 


'n = m/M die Masse eines Mols: 


a 
oO M 9 
no(Do — PD) ’ 
worin no die Anzahl der Mole des Wassers darstellt, d. h., 
Mo 1000 g } 
No = = 


M, 18gmol-!' 


Nach Einsetzen der. Werte finden wir 
632,8 T 
M=-——_ 598 =475gmol-. 


1000 
__ 5 (634 — 632,8) Torr 
18 g mol-! 


In einem Liter Wasser wird bei einer Temperatur t = 27 °C Natriumchlorid der Masse 
m = 2,92 g gelöst. Welchen Wert wird der osmotische Druck der Lösung annehmen, 
wenn 44% der Moleküle des NaCl in Ionen dissoziieren? 


Lösung 


Der osmotische Druck von Stoffen, die elektrisch leitende Lösungen bilden, ist stets 
größer, als ihn das van’T-Horrsche Gesetz angibt, denn die Moleküle dieser Stoff- 
dissoziieren bei der Lösung in Ionen, die als selbständige Moleküle wirken. Dadurch 
erhöht sich die Zahl der Teilchen je Volumeneinheit, und der osmotische Druck der 
Lösung steigt an. 
Wir setzen voraus, daß rn, die Zahl der Moleküle des gelösten Stoffes in der Volumen- 
einheit darstellt und daß keinerlei Dissoziation auftritt. Im Falle der Dissoziation aber 
sollen von dieser Zahl i Moleküle derart dissoziieren, daß jedes in zwei Ionen zerfällt. 
Dann wird die nach der Dissoziation in der Volumeneinheit enthaltene Zahl der 
Teilchen durch die Beziehung . 


n=di+t+m-—)) 
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gegeben sein. Da der osmotische Druck der Anzahl der Teilchen je Volumeneinheit 
direkt proportional ist, steigt er infolge der Dissoziation im Verhältnis 
“m _AHWmd_.., 
Tt No No 
wobei der Quotient der Zahl der dissoziierenden Moleküle zur Gesamtmolekülzahl zo 
mit dem Buchstaben X bezeichnet wird. Dann gilt 


„"=n(k +1). 
Und wenn wir das van’T-Horfrsche Gesetz anwenden, finden wir 


m 
RT. 
ee 


Die Masse eines Mols NaCl ist 58,5 gmol”!, k = 0,44, so daß sich nach Einsetzen der 
gegebenen Werte ergibt 

ea 2,92 : 10°? kg 0,082 1 atm K"' mol”! -300K (0,4 +1) _ 1.77 atm 

= 58,5 - 10-?kgmol-!-11 — 

193. Ein zylindrisches Rohr, das eine Rohrzuckerlösung (Cı>H>2>0; ı) ent- 

hält, ist an seinem unteren Ende mit einer halbdurchlässigen Membran 

verschlossen. Es wird in ein anderes Gefäß eingetaucht, in dem sich rei- 

nes Wasser befindet. Nach Herausbildung des Gleichgewichtszustands 

befindet sich der Spiegel der Lösung im Rohr um eine Höhe kh = 10cm 

über dem Flüssigkeitsspiegel des umgebenden Wassers. Das zylin- 

drische Rohr habe eine Querschnittsfläche A = 2 cm?, die Temperatur 

der Lösung betrage to = 13 °C. Die Membran liege um eine Höhe 

ho = 3 cm unter dem Wasserspiegel. Berechnen Sie, welche Zucker- 

menge in der Lösung enthalten ist. Die Dichte der Lösung unterscheidet sich nur ge- 
ringfügig von der des Wassers (Bild 89). 


"Bild 89 


Lösung 


Die halbdurchlässige Membran zeichnet sich durch die Eigenschaft aus, daß sie keine 
gelösten Stoffe hindurchläßt, daß wohl aber die Moleküle des reinen Lösungsmittels 
gut hindurchgehen. Daher wird das Wasser allmählich in die Zuckerlösung eindringen, 
und das Experiment zeigt einen Anstieg des Spiegels der Lösung gegenüber dem des 
Lösungsmittels. Nach einer bestimmten Zeit tritt ein Gleichgewichtszustand ein. Er ist 
dadurch charakterisiert, daß der hydrostatische Druck der Flüssigkeitssäule über dem 
‚Spiegel des Lösungsmittels dem osmotischen Druck der Lösung gleich ist. Dann gilt 


re = hog. 


Unter der vereinfachenden Bedingung og = 00 = 10? kg m”? und unter Anwendung des 
VAN’T-Horfrschen Gesetzes können wir für den osmotischen Druck schreiben 


m ß 
——RT=h 


16 Hajko, Mechanik 
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woraus sich ergibt ' 
RR M Vhgeo 
RT 


Die Molmasse des Zuckers ist M = 342g mol-!, das Volumen, das von der Lösung 
eingenommen wird, ist 


Y=A(h-+ho). 
Nach dem Einsetzen finden wir 


_ _ MgAhlh + ho)eo 
RO 

„, _ 342-10-° kgmol-1-9,81ms-?-2- 10-*m?- 10-10-2m (10 +3): 10-?m 
= 83 J K-! mol-1:276K 2 


d.h., 


x 1° 10° kgm*. 


m = 3,67 - 10° kg = 3,67 mg. 


194. Durch Auflösen von m = 30 g eines bestimmten Stoffes in 300 cm? Wasser entsteht 
eine Lösung, deren Erstarrungstemperatur um 0,6 K niedriger liegt als die des reinen 
Wassers. Wie groß ist die Molmasse des gelösten Stoffes? Bei der Lösung soll keine 
Dissoziation auftreten. | 


Lösung 


Die Gefrierpunkterniedrigung in verdünnten Lösungen ist direkt proportional der 
Zahl C' der Mole des in einem Liter Lösungsmittel gelösten Stoffes. Wenn sich in einem 
Volumen YV die Masse m des gelösten Stoffes befindet, von dem ein Mol die Masse M 
hat, dann gilt 

m 
MV' 
Die Gefrierpunkterniedrigung wird 


C= 


m 
4=—E 
woraus sich ergibt 
ee 
Av 


Nach Einsetzen der Werte erhalten wir 


1,86 K 1mol-! - 30 - 10° kg 
—0,6K 0,31 


—= 0,31 kgmol-!, 


A 
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Aufgaben 


Berechnen Sie, bei welcher Temperatur 
Eis unter dem Druck p = 1520 Torr 
schmilzt, wenn das spezifische Volumen 
des Eises v, = 1,09 : 10°? m? kg", des 
Wassers vd = 10"? m?’kg-! und die 
Schmelzwärme des Eises / = 79,6 kcal 
kg”! beträgt. 

Berechnen Sie, unter welchem Druck 
Wasser bei einer Temperatur von 99 °C 
siedet, wenn die Verdampfungswärme 
des Wassers bei 100 °C einen Wert von 
539 kcalkg”* hat und wenn das spezi- 
fische Volumen des Wasserdampfes bei 
dieser Temperatur v2 = 1675 * 10°? m? 
kg”! und in der kondensierten Phase 
vı = 1,04 » 10°? m? kg! beträgt. 
Berechnen Sie das spezifische Volumen 
des Wasserdampfes bei einer Tempera- 
tur fı = 300 °C, wenn bei. dieser Tem- 
peratur die Verdampfungswärme den 
Wert /= 335,1 kcalkg”-' hat und das 
spezifische Volumen in der konden- 
sierten Phase v, = 1,4: 10°? m?’ kg! 
ist. In der Umgebung der Temperatur 7, 
ändert sich bei einer Temperaturände- 
rung um 1 K der Druck der Sattdämpfe 
um einen Betrag von 12,5 N cm. 

Ein Mol Kohlendioxid wird bei 0 °C 
isotherm auf den vierten Teil seines 
Volumens im Normzustand kompri- 
miert. Berechnen Sie, welcher Druck 
dazu erforderlich ist, wenn man das Gas 
a) als ideales Gas, 

b) als reales Gas entsprechend der vAn- 
DER-WAALsschen Zustandsgleichung be- 
handelt (a = 3,601 - 10° atm cm‘ mol”; 
b = 42,672 cm? mol-!). 

In einem realen Gas, das entsprechend 
der VAN-DER-WAALsschen Zustands- 
gleichung zu behandeln ist, verläuft ein 
Prozeß a) isotherm, b) isochor und 
c) isobar. 


Stellen Sie den Verlauf dieses Prozesses 


in p,V- und p,7-Diagrammen dar. 
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In einer Stahlflasche mit dem Volumen 
Vo = 0,53 m? befindet sich unter einem 
Druck von po = 38 : 10? Torr ein Kilo- 
mol Kohlendioxid. Welche Temperatur 
hat das Gas entsprechend der VAN-DER- 
Waarsschen Gleichung? Die Konstan- 
ten sind: 


a = 3,65 : 10° J m? kmol”?; - 


b = 0,043 m? kmol-!. 

Vergleichen Sie das erhaltene Ergebnis 
mit der Temperatur, die ein ideales Gas 
unter diesen Umständen hätte. 

Ein Mol Kohlendioxid vergrößert sein 


Volumen vom ursprünglichen Wert 
Vo = 11 auf das Doppelte. Berechnen 


‘Sie, welche Arbeit das Gas dabei gegen 


die inneren Kräfte verrichten muß. Wir 
setzen voraus, daß das Gas der vAnN- 
DER-WAALsschen Zustandsgleichung ge- 
horcht. 

Ermitteln Sie die Zahlenwerte der beiden 
Konstanten a und 5 in der VAN-DER- 
Waausschen Zustandsgleichung für das 
Gas Sauerstoff, dessen kritischer Druck 
DPD, =5S0at und dessen kritische Tem- 
peratur x, = —119 °C beträgt. 
Berechnen Sie die Werte für den kriti- 
schen Druck und die kritische Tempe- 
ratur des Kohlendioxids unter der Vor- 
aussetzung, daß die Konstanten a und 5 
der VAN-DER-WAALsschen Zustands- 
gleichung bekannt sind. 


Berechnen Sie unter Benutzung der 
VAN-DER-WAALsschen Zustandsglei- 
chung die Arbeit, die eine Menge 
m = 50 g Stickstoff gegen die äußeren 
Kräfte verrichtet, wenn sich das Gas bei 
der Temperatur ? = 27°C von einem 
Anfangsvolumen V, = 0,51 isotherm 
auf das vierfache Volumen ausdehnt. 


Eine zehnprozentige wäßrige Lösung 
von Methylalkohol (CH;3OH) hat bei 
der Temperatur 7 = 20°C eine Dichte 
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o = 0,9815 kgl-!. Bestimmen Sie die 246. Berechnen Sie, wie hoch die Temperatur 


Konzentration dieser Lösung in den einer Lösung von 20 g Traubenzucker 
Angaben: a) Molbruch; b) Molalität; (CeHı1206) in 2,21 Wasser sein muß, 
.c) Molarität. damit ihr osmotischer Druck einen 
243. Eine wäßrige Silbernitratlösung enthält Wert von 912 Torr annimmt. 
bei einer Temperatur to = 100 °C und 247. Berechnen Sie, welche Menge Natrium- 
einem Druck po = 760 Torr AgNO; chlorid man bei einer Temperatur von 
der Masse mı = 110 g und Wasser der 0 °C in Wasser lösen muß, damit die so 
Masse m; = 100g. Bestimmen Sie die mit einem Liter Wasser hergestellte Lö- 
Konzentration dieser Lösung in den sung einen osmotischen Druck von 
Angaben: a) Molalität; b) Massen- 1748,0 Torr aufweist. Wir setzen dabei 
prozente; c) Molbrüche. voraus, daß das NaCl in der, Lösung 
244. Bestimmen Sie die Partialdrücke und vollkommen dissoziiert ist. 
den Gesamtdruck des Sattdampfes über 248. Berechnen Sie die Werte der molalen 
einer Benzol-Chlorbenzol-Lösung bei Gefrierpunkterniedrigung E, und der 
einer Temperatur von 30 °C unter der molalen Siedepunkterhöhung Z, von 
Voraussetzung, daß diese Lösung als Wasser. 
ideal angesehen werden kann. Der Mol- 249. Bestimmen Sie, welche Menge an Gly- 
bruch des Benzols in der Lösung beträgt zerin (C3HsO3) in 100g Wasser ge- 
0,25, die Spannung der Sattdämpfe des gossen werden muß, damit das so ge- 
reinen Benzols hat bei der angegebenen bildete Gemisch bei einer Temperatur 
Temperatur den Wert 118,2 Torr, die von —2 °C erstarrt. 
des Chlorbenzols dagegen 27,1 Torr. 250. In einem Wasserbad von einem Liter 
245. Berechnen Sie die Spannung der Satt- Inhalt werden 100 Gramm Rohrzucker 
dämpfe über einer 5°%igen wäßrigen (Cı2H2201ı1) gelöst. Berechnen Sie, bei 
Rohrzuckerlösung (Cı2H>220ı1), wenn welchen Temperaturen unter Normal- 
die Temperatur der Lösung 100 °C be- bedingungen diese Lösung erstarren 
trägt. und sieden wird. 
25: Wärmeleitung 


Bei der Wärmeübertragung auf dem Wege der Wärmeleitung in einem Stab, dessen 
Temperatur in seiner Längsausdehnung gleichmäßig abnimmt, existiert ein stationä- 
rer Zustand. Er ist dadurch gekennzeichnet, daß die Wärmemenge ©, die durch einen 
beliebig gelegten Querschnitt in der Zeit r hindurchtritt, direkt proportional der 
Größe der Querschnittsfläche A, der Zeit r, dem Temperaturunterschied der beiden 
Stabenden f, — t, und umgekehrt proportional zur Stablänge l/ ist. Es gilt 


0 = Maar. . 
Der Proportionalitätsfaktor A wird Wärmeleitfähigkeit des Stabes genannt. Wenn 


wir mit der Dichte des Wärmestroms i diejenige Wärmemenge bezeichnen, die in 
der Zeiteinheit. durch eine senkrecht zur Wärmeausbreitung gelegte Flächeneinheit 
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strömt, dann ist diese Dichte des Wärmestroms gemäß Gl. (1) in jedem beliebigen 
Stabquerschnitt durch die Beziehung 


O BE er 


ee 
AT _ l 


gegeben. 

Wenn wir die Stabachse mit der x-Achse identifizieren und festlegen, daß diese auch 
die Richtung der Temperaturabnahme ist, und wenn wir den Temperaturabfall in 
jedem infinitesimal kleinen Abschnitt des Stabes mit — dt/dx bezeichnen, dann ist die 
Dichte des Wärmestroms in eben jenem Punkt durch folgende Beziehung gegeben: 


Mit dieser Beziehung wird die Dichte des Wärmestroms auch in solchen isotropen 
Körpern richtig wiedergegeben, in denen die Temperatur ungleichmäßig abnimmt. 
Die. Wärmemenge, die bei einem stationären Wärmestrom radial durch den Mantel 
eines Hohlzylinders mit den Abmessungen Innenradius r, und Außenradius r, in der 
Zeit r hindurchströmt, ist 


wobei / die Länge des Zylinders, t, — t, die Differenz der Randtemperaturen auf der 
Innen- bzw. Außenfläche des Hohlzylinders ist. 

Betrachten wir den Durchtritt der Wärme durch eine Trennfläche, die einen festen 
Stoff von einer Flüssigkeit oder einem Gas trennt: 

Wenn das Gas die Temperatur t und die Oberfläche eines festen Körpers die Tempe- 
ratur t’ aufweist, dann kann man für die Dichte des Wärmestroms, der auf die 
Wandung des Festkörpers auftrifft, folgende Beziehung aufstellen: 


i=o(t—-t’), 
worin & den sog. Wärmeübergangskoeffizienten bedeutet. 


Wenn die Wärme durch eine Wand hindurchtritt, die zwei Gase von unterschied- 
licher Temperatur voneinander trennt, dann gelten für die Dichte des auftretenden 
Wärmestroms gleichzeitig die Beziehungen 


ı =3, 


i= coli -b)=4 = a;(t2 — t,) 


246 2. Wärmelehre und Molekularphysik 


(t, bzw. 7, die Temperaturen der beiden Gase, 1, bzw. !z die Temperaturen an den 
Wandoberflächen, d Wanddicke, &, bzw. &, die zugehörigen Wärmeübergangs- 
koeffizienten, A die Wärmeleitfähigkeit der Trennwand). 


B Beispiele 


195. Wir halten das eine Ende eines Stahlstabes der Länge / = 0,2 m und der Querschnitts- 
fläche A = 3 cm? auf einer konstanten Temperatur rt, = 300 °C, während das andere 
Ende des Stabes in schmelzendes Eis getaucht wird. Es sei vorausgesetzt, daß keine 
Wärmeverluste an die Umgebung auftreten. Berechnen Sie unter dieser Voraussetzung 
die Menge an Eis, die während einer Versuchsdauer von 7 = 10 min geschmolzen wird. 


Lösung 


Im stationären Zustand tritt durch einen beliebigen Stabquerschnitt während der Zeit 7 
die Wärmemenge 


Ey meh 


T. 


Da keinerlei Wärmeverlust an die Umgebung auftreten soll, Kann diese gesamte Wärme- 
menge für den Schmelzprozeß des Eises angesetzt werden. Wenn wir die Masse des in 
der Zeit r schmelzenden Eises mit der Größe x und die Schmelzwärme des Eises mit der 
Größe s bezeichnen, dann ist die Beziehung 


hı —b 
l 


AA T=xs 


erfüllt, woraus sich ergibt 


Is 


oder mit den gegebenen Werten ausgerechnet 
300K 


_ IK-! -1o-1. EEE 0 a SEE 
x = 0,14 calK-! cm°’ s-' -3 cm 79.1 calg- 20 cm 


-10-605s, 


x=471,48. 


196. Ein Messingstab der Länge /, = 15cm ist mit einem Stahlstab von gleichem Quer- 
schnitt und der Länge /; = 8 cm verbunden. Das freie Ende des Messingstabes wird auf 
einer konstanten Temperatur 7, = 150 °C gehalten, das des Stahlstabes auf tz = 20 °C. 
Wärmeverluste an die Umgebung sollen nicht eintreten. Berechnen Sie unter dieser 
Voraussetzung die Dichte des Wärmestroms im Stab sowie die Temperatur, die an der 
Berührungsfläche der beiden Metalle herrscht. 


197. 
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Lösung 


Die Dichte des Wärmestroms, die die in der Zeiteinheit durch eine senkrecht zur 
Wärmeausbreitungsrichtung gelegte Flächeneinheit hindurchtretende Wärmemenge 
darstellt, ist bei stationärem Wärmestrom in beiden Stäben die gleiche. Es ist also 
ö eh -N Hot 
i= 2. Zi 1 1 = A, 1 a 
Ar I: la. 
wobei 1} die Temperatur an der Berührungsfläche der beiden Stäbe bedeutet. Daraus 
finden wir 


9 


il u 
1 -1=; en (1) 
1 


Durch Addition beider Gleichungen erhalten wir 


woraus sich ergibt 


._ ht 
a 
u h 
d.h., on 
| = ——— alle Jh —— = 1,78 cal cm? s-!, 
15 cm  8cm en 


0,95 cal K-! cm! s-! i: 0,14 cal K-!cm-! si 


Für die Temperatur 1, an der Berührungsfläche der beiden Stäbe erhalten wir aus 
Gl. (1) nach Einsetzen folgenden Wert: | 


l 
4=h -i— = 121,9°C. 
A _—_— 


Zwei Metallplättchen, das eine aus Kupfer mit der Dicke h, = 0,6 cm und das andere 


‘aus Eisen mit der Dicke h, = 0,4cm, werden fest aneinandergelegt. Berechnen Sie, 


welchen Wert die Wärmeleitfähigkeit einer homogenen Metallplatte der Dickeh =1,0 cm 
annehmen muß, damit sie die gleiche Wärmemenge fortleitet wie die aus den beiden 
obengenannten Plättchen zusammengesetzte. 


Lösung 


Wenn 7, und t, die Randtemperaturen der zusammengelegten Kupfer- und Eisen- 
plättchen sind, und wenn A, und A, die zugehörigen spezifischen Wärmeleitfähigkeiten 
von Kupfer und Eisen darstellen, dann ist die Dichte des Wärmestroms in jedem be- 
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liebigen Querschnitt wie folgt definiert: 


‚hot 
hı Äh 
nn 


Eine homogene Platte, durch welche die beiden Plättchen ersetzt werden sollen, muß 
eine Wärmeleitfähigkeit haben, die bewirkt, daß in jedem beliebigen ihrer Querschnitte 
bei gleicher Temperaturdifferenz t, — t, der hindurchtretende Wärmestrom die gleiche 
Dichte wie im Fall der zusammengesetzten Plättchen annimmt. Deshalb ist 


RB Em. tı —Tz 


h h,b’ 
i 31 Aa 
woraus sich ergibt 
‚0 MER. EB 
hılz + hakı 
d. h., 
i = 0,285 calcem-! s! K-! = 120Wm-! KK". 
Eine zylinderförmige Stahlrohrleitung ist mit einer wärmeisolierenden Asbestverkleidung 


von 3cm ummantelt. Das Rohr hat einen Innendurchmesser d, = 7,0cm und einen 
Außendurchmesser ds = 7,6cm. An der Innenwand der Rohrleitung herrscht eine 
Temperatur 7, = 10°C, an der Außenfläche des Asbestmaftels eine vom Betrag 
tz = —10 °C. Die Rohrleitung hat eine Länge von einem Meter. Berechnen Sie, welche 
Wärmemenge durch die Rohrleitung während einer Zeit 7 = 24h an die Umgebung 
abgeführt wird. Um welchen Betrag würde sich unter sonst gleichen Bedingungen der 
Wärmeverlust ändern, wenn keine Wärmeisolation angebracht wäre? 


Lösung 


Bei radialem Wärmedurchgang durch eine einfache zylindrische Rohrleitung strömt 
während der Zeit 7 durch eine zylindrische Fläche die Wärmemenge 
Q = 2r lAr a [e)) 


1) 
In — 
rı 


‚(r, Innenradius, rz Außenradius der Rohrleitung, / ihre Länge, t, — t, Differenz der 


Randtemperaturen). 

Wenn die zylindrische Rohrleitung aus mehreren Schichten besteht, dann tritt im statio- 
nären Zustand durch eine beliebig gelegene Zylinderfläche in der gleichen Zeit die gleiche 
Wärmemenge hindurch. Somit finden wir im Fall zweier Schichten: 

h —d n-b 


oO = 2rlAıT = 2rlizT 


(2) 


rı Y2 
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(t, und tz Randtemperaturen, 1; Temperatur an der Berührungsfläche, rz äußerer Radius 
der zweiten Schicht). 
Aus Gl. (2) erhalten wir nach Addition der Temperaturdifferenzen 


Y2 Y3 

0 In — In — 

rı Y2 

hA-htuba= FR 


Nach einer Umstellung erhalten wir für die Menge der abströmenden Wärme folgende 
Beziehung: 


GES ———— (3) 


1 
— = - + — in 
1 nA Ä2 

Die Auswertung mit den gegebenen Größen ergibt 


O=2r-1m-24hx 


: 20K 5 
1 76 1 j 136 
cal 2,318 70 “ ] = 77 
0,14 : 3600 - 102 0,18 - 10? 
: mhK mhK 


— 933,5 kcal = 3900KJ. 


Im Falle, daß keinerlei isolierende Rohrummantelung besteht, können wir die Menge 
der abströmenden Wärme gemäß Gl. (1) bestimmen: 


0, = 2rktı — 12) 7 


in 
Zn 


Daraus folgt 
O, = 1,85 : 10° kcal = 7,75 : 10° kJ 
und somit 


01 =Q:1,9: 10°. 


Zwischen zwei konzentrischen Hohlkugeln mit den Radien r, und r; (r2 > rı) befindet 
sich ein homogener Stoff mit der Wärmeleitfähigkeit A, der sehr gut wärmeleitend sein 
soll. Bestimmen Sie in dieser Anordnung 

a) die Wärmemenge, die während der Zeitspanne r bei stationärem Wärmestrom durch 
eine beliebige, zu den beiden erstgenannten kKonzentrisch gelegene Kugelfläche hin- 
durchtritt, 

b) die Temperaturverteilung im Raum zwischen den beiden konzentrischen Kugel- 
flächen. 


‘Im Zustand der stationären Wärmeströmung sind die Temperaturen der inneren und 


der äußeren Kuügel fı und tz (tz. > t,) als konstant anzusehen. 
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2. Wärmelehre und Molekularphysik 


Lösung 


a) Bei stationärem Wärmestrom fließt durch eine Kugelfläche mit dem Radius x wäh- 
rend der Zeit r die Wärmemenge 


di dt 
Q= —AAr Er — Adrx?T Ir’ 


die vom Radius der Kugelfläche unabhängig ist. Nach Umformung erhalten: wir eine 
Differentialgleichung 


oO = — —Arit dt. (1) 


Nach deren Integration in den Grenzen r, bis r2 bzw. von ft, bis fa 


Ta fa 
o [3 = -rir [a 
x 
!ı tı 


‚erhalten wir für die gesuchte Wärmemenge die folgende Beziehung: 


200. 


Beh ea) 0) 
r2 — fr 


b) Die Wegabhängigkeit der Temperatur im Raum zwischen den beiden Kugelflächen 
erhalten wir durch Integration der Gl. (1) in den Grenzen von r, bis x bzw. von tı bis t, 


d.h., 
[3 = ande | dr 
x 
r fı 


woraus sich ergibt 


O = Anit 


YıX 


(1 2). (3) 


x —rı 


Im stationären Zustand ist die Wärmeströmung durch jede Kugelfläche gleich groß, 
deshalb erhalten wir durch Vergleich der GIn. (2) u. (3) den Zusammenhang 


r2 
(ı -ND= (hı — RR). 
.X* — Yı rn — rı 


Nach geringfügiger Umformung und Auflösung nach r ergibt sich hieraus 


= rır Iı —T „. Palz — Fılı 


u Fe x rn —rı 


Unter einem Dampf kessel befindliche Rauchgase haben eine Temperatur fo = 950 "GC, 
während das im Kessel befindliche Wasser eine Temperatur f = 180 °C hat. Berechnen 
Sie die Wärmemenge, die innerhalb einer Stunde durch einen Quadratmeter Kessel- 
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fläche dem Kesselwasser zugeführt wird, wenn die Kesselwandung d; = 1,8 cm dick ist 
und an ihrer Innenseite mit einer Kesselsteinschicht der Dicke d3 = 0,5cm und an 
ihrer Außenseite mit einer Ruß- und Ascheschicht der Dicke dı = 0,45 cm bedeckt ist. 
Die Kesselwandung selbst besteht aus Stahl. Bestimmen Sie die Temperatur der äußeren 
und der inneren Kesselwandung. | 


Lösung 


Die Wärme tritt aus den Gasen mit der Temperatur zo allmählich durch die Ruß- und 
Ascheschicht, die eiserne Kesselwandung und den Kesselstein in das Wasser der Tem- 
peratur / über. Im stationären Zustand ist die Dichte des Wärmestroms für jede durch- 
flossene Schicht gleich groß. Wenn wir die zugehörigen Temperaturen an den jeweiligen 
Berührungsflächen durch die Symbole rt, (Asche - Gase), tz (Kesselwandung - Ruß), 
tz (Kesselstein — Kesselwandung) und 1, (Wasser — Kesselstein) bezeichnen, dann 
können wir die Dichte des Wärmestroms wie folgt ausdrücken: 

i= oı(to — bı) = --- für den Übertritt der Wärme aus den Gasen in die Ascheschicht, 
h-h_,h-b_, bo 
d ° d d; 
i= o(t4 — D) = --- für den Übertritt der Wärme aus dem Kesselstein ins Wasser, 
wobei A, die entsprechenden Wärmeleitfähigkeiten und «, die Wärmeübergangskoef- 
fizienten bedeuten. 

Wir können mit Hilfe dieser Gleichungen die Temperaturdifferenzen ausdrücken: 


i=4ı = .. für die einzelnen festen Schichten, 


1 d d 
(1) o-h=—; (2) 1 -bh=i-; (3) hy —-b=i-; 
&ı Aı Az 
d [} 
(4) B-u=i; (5) Bea 
3 &2 


Wenn wir die Gln. (1) bis (5) addieren, erhalten wir 


woraus sich ergibt 
i = k (to = N), 


worin die Proportionalitätskonstante k, der Wärmeübergangskoeffizient für eine 
Wand, aus der Beziehung 


1 1 dı d, da 1 


bestimmt wird. Nach Einsetzen der Werte finden wir somit 


(4 „45:10® | 18:10 5109 1 1 
k \15 0,07 50 2 4000 /. kcalm“?h-!K-! 


k = 7,46kcalm"?h-!K-!. 
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2. Wärmelehre und Molekularphysik 


Damit ergibt sich die gesamte Wärmemenge, die dem Wasser während der Zeit r durch 


die Kesselfläche A zugeführt wurde, zu 
O = Arkklto — DM); 


Q = 1m? - 11h: 7,46 kcal m-2 h-! K-1 (950 — 180) K = 5744 kcal. 


Die Temperatur der Außenwandung des Kessels bestimmen wir durch Addition der 


Gin. (1) u. (2), womit wir erhalten 


Daraus entnehmen wir 


(4 
to - il —— 


&ı 1 


Ih, = 


+ = = 197,5 °C. 


Schließlich erhalten wir aus Gl. (3) die Temperatur an der Innenwandung 


d. Se 
Iz ne I, rz 1 = 195,4 er 


2 


Aufgaben 


Ermitteln Sie, welche Wärmemenge 


innerhalb einer Stunde durch einen 
Quadratmeter Ziegelmauerfläche der 
Dicke d = 0,5 m hindurchströmt, wenn 
die Innentemperatur 7, =18 °C und 
die Außentemperatur fz = —2 °C be- 
trägt. Wärmeverluste in die Umgebung 
sollen nicht auftreten. 

Aufeinem Kocher wird Wasser in einem 


Aluminiumgefäß erhitzt. Das Wasser 


im Gefäß siedet bei 100 °C. In jeder 
Minute bilden sich m = 200 g Dampf. 
Der Gefäßboden hatdieDickeh=0,2 cm 
und die Fläche A = 200 cm?. Berech- 
nen Sie die Temperatur an der unteren 
Grenze des Gefäßbodens, wenn voraus- 
gesetzt wird, daß sich der gesamte Ge- 
fäßboden gleichmäßig erhitzt und daß 
Wärmeverluste an den Gefäßwänden 
und an die Umgebung vernachlässigt 
werden. 

Berechnen Sie die Wärmemenge, die 
durch Wärmeleitung stündlich von einer 
Ziegelmauer mit der Dicke d = 0,43 m 


254. 


253. 


und den Seiten 6,5 m » 3,2 m abgeführt 


wird, die beiderseitig mit einer lcm 


dicken Putzschicht bedeckt ist. An der 
Außenseite beträgt die Temperatur 
t= —5 °C, an der Innenseite fo =20°C. 
Um welchen Betrag ändert sich die ab- 
fließende Wärmemenge, wenn dieMauer 
an ihrer Innenseite noch mit einer 


 Heraklitschicht der Dicke d. =5cm 


verkleidet wird? 

Berechnen Sie, wie groß die Tempera- 
turdifferenz zwischen Innen- und Außen- 
fläche eines kupfernen Hohlzylinders 
sein muß, wenn bei stationärer Wärme- 
strömung in jeder Minute durch eine 
Fläche von 1500 cm? 200 kcal hindurch- 
treten. Die Radien des Hohlzylinders 
sndrı =2cm,rz =5cm. 

Eine 12 cm dicke Ziegelmauer ist beider- 
seits mit einer 1,5cm dicken Putz- 
schicht bedeckt. Die Mauer soll durch 
eine zusätzlich anzubringende Heraklit- 
platte wärmeisoliert werden, so daß ihr 
Wärmedämmvermögen dem einer 38cm 


256, 
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dicken, beiderseits mit 1,5 cm Putz ver- 
sehenen Ziegelmauer entspricht. Wie 
dick muß die zusätzlich anzubringende 
Heraklitschicht sein? 

Berechnen Sie die Wärmemenge, die in 
einer Stunde durch eine nicht verputzte, 
30cm dicke Ziegelmauer von 16,5 m? 
Flächeninhalt strömt, wenn die Innen- 
temperatur fı = 22 °C und die Außen- 
temperatur f = —12°C ist. Die 
Wärmeübergangskoeffizienten sind: 

&ı = Tkcalm”? h-'! K-! an der In- 
nenfläche und — mit Berücksichtigung 
des Einflusses der kalten Luftströmung - 
% =20kcalm”h’"'K-' an der 


Außenfläche der Mauer. 
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257. Ineinem dickwandigen, abgeschlossenen 


Gefäß aus Metall befindet sich bei einer 
Temperatur t, eine Flüssigkeit. Die 
Temperatur der das Gefäß umgebenden 
Außenluft beträgt 1.2. Berechnen Sie die 
Temperatur ’ an der Außenwandung 
des Gefäßes, wenn die Wärmeleitfähig- 
keit des Gefäßmaterials mit 4 und 
die Wärmeübergangszahl für die Trenn- 
fläche Metall — Luft mit « angegeben 
wird. Für die innere Trennfläche Flüs- 
sigkeit - Metall seisie als unendlich groß 
angenommen. Die Gefäßwandung habe 
die Dicke d. 


Lösungen zu den Aufgaben 


1.v=1,0 ms}; 14. h = 385,8 m 27.n = 60 min! 
a=0,5ms’?; 15. v0 = 98,1ms’'; 28. Die Bewegung des 
cos & = cos (u, x) = h = 490,5 m Schiffes muß senkrecht 
= Er (a, x) = 0,8; 16. t = 0,204 s; zur Strömung des Flus- 
a = 36,8 AB = 0298 m ses gerichtet sein; 
2.v0=131ms!; i ; t= 605 
ee 17. v0 = 100 ms”'; | = 
1 149 " S2o = 1333 m 29.0 =29ms 
= ms” — 
N um 18. 0, = 25 ms-t; 30. a = wesin p Jar? +4 
a= w?’x sı — 833m 31 a (n, — nz)? 
en 19.0 = ke; a 
4. Die Bahn ist eine archi- " a. ? KIEBEPERRETNE: 
medische Spirale der ne i _ =) Ä 32.0= a ro? +40? 
n kz me 
Formr =—o; kı 33.12 ———— 
v=n./1+b?r; = 34. ER 
a= nb./4 + b2r? + b?t? + Pa &) = 600,8 N 
5, Vo > 3:2 ms-! 20.5 = 102 = ä 35.m = 0,05 kg; 
6.a= —0,78 ms”? v=2ms 
2 21. vo = 300 a 
1.1=10s ee 36. F=6: 105 N; 
8.2=5s; der Treffpunkt 22.T = 0,63 s; Be 
liegt 15m vom Aus- n=1,59s-!; 37.F=1,5-10°N 
gangsort des ersten. a, = 200 ms? 38.a) An den Polen ist 
Körpers entfernt 23. a = 0,Ams-2: F,=0 und F.=max; 
9.1= 0,045; a, = 12,8 ms: b) am AÄquator ist 
a = 12500 ms”? a = 12,806 ms-? F,=max undFe =. 
10.1=t,(/n-\Yn-N)= 24a =0,l11ms; 39.1=20,4s; s = 204m 
1/7 - 6) x 0,85 Gn = 0,222 ms; 40. a) Fı= 73,5kp=720N 
11.vo = 18 ms"! a = 0,248 ms” in beiden Fällen; 
12.1=3s; h = 150,9 m 25.n = 35,8 b) F2 = 76,1kp=747N 


13. d = 2vot 26.0 = 10rs-! in beiden Fällen 


41. 


Lösungen zu den Aufgaben 


Ü | max ah 5 
U2max S2 
MUo 


42.5 = — 


59; 


60. 
61. 


62. 


63. 


.V=-» 


=4,43 s-! 
F=100N 


.i = 95 
. F= 135,9kp=1332N; 


die Kraft wirkt der 
Fahrtrichtung ent- 
gegen 


.W = 10,6kN m. 
.W = 122,8kpm = 


= 125Nm 


.W=24 Nm 
.s = 0,16m 

. F= 77,16 N 
.d, = 30 km h! 
. Aanax = 35,5 m 
.P=14,7kW 
.P=204kW. 


vv zZrg 


. Fu = 0,998 Fo 


m 
[s? + r?’ 
MS R 
\errprt 
Em ID 0,2 gE zE 
— 0,2: 9,81 ms = 
— 1,962 ms? 
vo = 7,9km s-* 
X = —1,54 cm; 


ge 


ys = —0,62 cm; 


65. 


66. 


67.v = 


68.0 = 


69. 


70. 
71. 
72. 


713. 


74. 


75. h 


2r 
Gin nn 6,3cm; 


Nullpunkt des K.oordi- 


. natensystems im Kreis- 


mittelpunkt; Koordi- 
natenachsen sind. die 


-Radien, die den Viertel- 


kreis begrenzen 


mı + mz2 ’ 
BNZTEIZ miv? + m2v2 
mı + ma 
MzV 
Beh = 0,1 ms! 
m; 
Mıbı — MaÜ2 = 
m, + ma 
— —0,392 ms-!; das 
Vorzeichen gibt an, daß 
der Wagen nach Auf- 
treffen der Kugel seine 
Bewegungsrichtung 
umkehrt 


= 0,0017 kgm? 


tan 0, 
Zr 3G 


o 53° 10° 


76. 


ge 0,8; 
7. 


78. 


79. 
80. 
81. 
82. 


83. 
84. 
85, 


86. 


87. 


‚88: 
89, 
90. 6 = 2,45:N mm; 


91. 
92. 


93. 
94. 
2: 
96. 
97. 
98. 


99. 
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po = 38° 40° 
& = 0,0363:5°?; 

W = 5,88kpm = 
—= 57,7Nm 

= 


=) 3gtanp 
4 34 +26 sine 
— 2,06! 

W. = 0,00924 J 

wo x 3,13 s-! 

= /3gl — 54 ms-! 


v =ı/essinp = 
=495mst 
M = 0,0314 Nm 
Av = . 65" 
Ei 
I, = I = 0,666 m 
mr?o? sin 29 
F= Ä = 
8 
= 0,333 N 
‘F = 1,036 kN 
! = 2,001 m 


Al = —0,044 mm 


Al = 12,28 m 
loF(m — 2) 

AV = ee 

AV = —9,72 mm? 

F=377N 

h = 3,33 cm 

M = 41,08 N 

T=2,51s 

F = 12990 kp = 

—= 127500 N 


Penn 


100.p = -b +02? + ogh 


101. 


p= m atm = 
= 1,16 : 10° Pa: 


256 


102, 
103. 


104. 


105. 
106. 
107. 


108, 


109. 
110. 
111. 


112. 


113. 
114. 


115. 
116. 
117. 
118. 
119. 
120. 
121. 


122, 


123. 
124. 


Lösungen zu den Aufgaben 


h = 5556 m 
F=ar’eg(h — hı) = 
= 617 N 

F = 1263 kp = 

= 12390 N 

oe =2,5gcm-? 
F=10kp = 9,1N 


Gewicht der Kugel: 
Gı = 7,4N; Auftrieb: 
G; = 5,1 N; die Kugel 
sinkt zu Boden 

2rı = 10,46 cm; 
d=0,lcm 

oe = 0,79 gcm”? 


F= 0eAv(v — u); 


uU = 7? 

v = 2,7cms-! 

o = 49,7 - 10°? Jm >? 
o = 72,1: 10°"? Jm-? 
T = 0,486 s 

a = 0,08 

Fmax = 29 N 

Die Amplitude ist um 
das 7,4fache verringert 


b=1,39s"!; 


To = 0,497 s 
k = 433 kN m! 
%o = 0,07m 


125. a = 45 s! 


126. 


127. 
128. 
129, 


130. 


= —x 
3 


91 — 40° 14° 

v = 1425 ms! 
v, = 5065 ms=!; 
v, = 3200 ms! 
vi = 334 ms! 


131. 
132. 
133. 
134, 


135. 
136. 
137. 


138. 
139, 
140. 
141. 
142. 
143. 


144. 
145. 
146. 
147. 
148. 


149. 
150. 
151. 
152. 
153. 
154. 
155. 


156. 


x = 1,56 
va = 4590 ms“! 
vo = 319 s-! 
Auf den 1,047fachen 
Wert erhöht 
lo = 0,30 m 
J = 10°1!W cm’? 
th =15 °C; 
tz = 140 °C; 
tz = —50 °C 
Al = 0,04 cm 
= 4,04 cm 
!= 186,024 m 
Nn2 — nı = 9,6 


AJ = 24 : 10-* kgm? 


‚Ap = 41 atm = 


= 4,16 MPa 
F=179N 
At=2K 
Iı = 0,14 1, 
ß = 18,6 : 10°’ K-! 
Die Eintauchtiefe ist 
dann 0,635 h 
m= 4,8 kg 
t = 1287 °C 
Im = 14,93 °C 
= 6kg 
t=9,9 °C 
m = 10,98 
Il = 536,7 kcalkg”! = 
= 2250 kJ) kg! 
m = 24,3 g 


157.p = 72,6atm = 


= 55164 Torr = 
= 73,5 bar = 7,35 MPa 


158. a)t= —91 °C, 
b)t=273 (n — 1) °C 

159. = —53,25 °C 

160. p = 705 Torr = 
= 93923 Pa 

161. V = 2441 

162. t, = 63,7 °C 

163. m = 0,5 kg 

164. oe = 2,34 kgm® 


165. 
166. 
167. 
168. 
169. 
170. 


171. 
172. 
173. 
174. 


175. 
176. 


177. 


178. 


179. 


180. 


181. 
182. 
183. 
184. 
185. 


G = 72,28 kp = 710 N 
224. °C 

v = 9,61 m?’kg-! 
Stickstoff 

V = 30,61 

Es wurden 95% der ur- 
sprünglichen Menge 
abgepumpt 

m = 2,6 mg 
r=1,5cm 

p= 19 atm = 

= 19,6 MPa 

p = 15,87 atm = 

—= 1,6 MPa 

M = 29,7 gmol-! 

pı = 157 Torr = 

— 20916.Pa; 
pP: = 593 Torr 
= 7,9 10° Pa 
p = 39 atm = 
— 3,96 MPa; 
pı = 2,98 atm = 
—= 0,302 MPa; 
P2 = 2,05 atm 
= 0,208 MPa; 
Ps = 0,39 atm = 

— 39600 Pa; 

Pa = 33,38 atm = 

— 3,4 MPa 

a) N = 3,35 - 102°; 

b) N = 8,41 : 10°; 

c) N = 8,44 - 10°? 
a) m = 9,3 - 10°?? g; 
b) m = 10,5 : 10°?? g; 
c) m = 9,7 :10°?? g 

a) 830 ms-!;493ms-!; 
52 ms-!;b)2195ms-!; 
1304 ms=!; 137 ms! 
W. 3 4,14 : 10-16 J 

lt, zZ — 200 °C 

n = 3,6 : 101* 

t= 374 °C 

AW, = —5,6 : 10°*'J; 
Av = —895 ms"! 


186. 


187. 


188. 


189. 


190. 
191. 


192. 


193. 
194. 


195. 


196. 
197. 
198. 
199. 


Lösungen zu den Aufgaben 


a) 1845 ms; 
150Ams-!; 1697 ms='; 
b) 1304 ms}; 

1063 ms"!; 1200 ms"; 
c) 460 ms 1; 375 ms-!; 
423 ms! 


2 
= [2 
s-|/ 2 
% 
2 
% 


3 
U= -—-pV; 
a) „? 
| 5 
a) In, = 6,4 10°? m; 


In. = 8,4 : 10°® m; 
Ine = 13,1 10°? m; 
Ite = 17,3 : 10° m; 
b) Zy = 7,1: 10°s!; 
Zu = 5,4: 10° st; 
Zue = 9,2 - 10? Saar 
Zue = 7,0: 109 s-! 


d=2:10-!"m 

p = 1,9 - 10°* Torr = 
= 0,105 Pa; 

n = 9,45 - 10'° 


z =: 
n= No 7: 


n = 2,1:10°*gem-'s-! 


At = 3,25 K 
J = 4,13 J cal”! 

Ben R — 
TO Men 


— 0,176 calg=" K-! = 
= 737Iks' Kt; 
R 

u —_———- 

M(x — 1) 
= 0,2464 cal" K "1 
—= 1032 J kg! K! 
M = 28,45 g mol“! 
x = 1,36 
O = 23,9 cal=100J 
m = 23,43 g 


= 
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200. 
201. 


202. 


203. 


204, 
205. 


206. 


207. 
208. 


209, 


210. 
211. 


212. 


213. 


t=10 °C 41 
U,— U, = 
x» —|]1 


x (p2V2 — pPıVı); 

a) AU = 152); 

b) AU = 253,25 J 
co=0,177calg'K-'= 
= 70 Jk£' K"'; 
G=x0= 

—= 0,248. calg'K"!= 
= 1038 J kg! K! 

O = 222,1cal = 

= 929,9 J; 

W = 266,7 )J; 

Al = 0,466 m 

t= 227°C 

O = 206 kJ; 
AU=147kJ; 
W=59k)J 

Sauerstoff; 

AU = 1086 cal = 

= 4547); 

O = 650 cal = 2722 J 


W = 2,3 poAlo 


x 


O = Povo In7 = 
= 52 cal = 217); 
p = 0,2kpcm’? = 
= 1,96 : 10* Pa 
lgV, =1gVı — 
Zu. 5 

2,3 Pı Vi ’ 
V: = 0,427]; 
P2 = 1800 Torr = 
= 1,04 MPa 
Po = 20,9 N cm? 
O = 742kcalh"! = 
= 3100kJ h! 
a)W»r 183 kJ; 
b) W x 185 kJ 
a) pı = 32,8 atm = 
= 3,32 MPa; 
p2 = 12,3 atm = 
= 1,25 MPa; 


214. 


215. 


216. 


217. 


218. 


219. 
220. 


221. 
222. 
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ps = 9,84 atm = 
= 0,997 MPa; 
Pa = 8,2 atm = 
= 0,83 MPa 

b) p; = 36,8 atm = 
= 3,73 MPa; 

p; = 9,32 atm = 
—= 0,945 MPa; 
p; = 6,82 atm = 
= 0,69 MPa; 

pi = 5,28 atm = 
= 0,535 MPa 


W = 1564); 
AU = 1564 J; 
t= 283 °C 

p = 7,98 aim = 
= 0,81 MPa; 
t—= 266,6 °C; 
AU = 3064 J 
t= 1986; 

p = 1169 Torr = 
= 156000 Pa; 
W = 1640 J 
t= —75,8 °C; 
p = 0,36 atm = 
— 36500 Pa 


a)O = —2655 cal = 
= —11,1k)J; 
W=0; 

AU = —11098 cal = 
= —46,3 kJ; 
b)W=0O = 5118); 
AU=0; 

c) AU = —-3507J; 


W = 350)J; 
0=0; 

n = 32,4% 

Ihı = 60 CH 

19) Zu 20 ® 

1 = 47 ® 
P=4,18kW; 

O0, = 11kcals! = 
—= 46kJ s! 
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223. 


224. 


225. 


226. 


227. 


228. 
229, 


230. 
231, 


232. 


Lösungen zu den Aufgaben 


AS = 4,13 calK-! = 
—= 17,3) K! 
52 — 5, = 

= 0,31 cal K-! 
= 1,29 J K-!; 
Sz zn Sı = 

= 1,76 cal K-! 
= 7,35 IK"! 
S2 — Sı = 

= 9,4calK-! = 

= 39,3 J K! 

AS =41calK-!' = 
=1711JIK-! 

AS = 

—= —0,0573 calK-! = 
= 0,24 JK! 

AS = 0,02 calK-! = 
= 0,08J K-! 

Fr er Fi = 4,6k)J; 

G2 — Gı = 4,6 kJ 
fl 

f=0; das System ist 
invariant; Gleichge- 
wicht herrscht nur im 
Tripelpunkt 

to = —0,0075 °C 


| 


233. 


234. 
235, 


236. 
237. 


238. 


239. 


240. 


241. 


242, 


243. 


244. 


p = 133 Torr = 

= 97600 Pa 

vo, =21,1:10-m?kg-! 
Da = 4atlm = 

= 405300 Pa 

Ps = 3,89 atm = 

= 394000 Pa 
Diagramme 

tı = 100 °C; 

ft, = 50,1°C 

W = 182 J mol-! 

a= 1,345 1?atm mol”; 
b= 0,0321 mol! 


pP = 7T2,1latm = 
—= 7,3 MPa 

tk = 29,5 °C 

W = 6042,5 J 

a) v, = 0,059; 
v5 = 0,941 


b)cı =3,5 mol kg°!; 
C3 =3,1moll-! 

a) cı =6,5 molkg°'; 
va = 0,1046 

b) cz = 52,4%; 

vp = 0,8954 

pı = 29,5 Torr = 

= 3930 Pa; 


245. 


246. 
247. 
248. 


249, 
250. 


251. 
252. 


253, 


254. 
29); 
256. 


234: 


pP: = 20,3 Torr = 

= 2700 Pa; 

p = 49,8 Torr = 

= 6650 Pa 

p = 758 Torr = 

= 0,101 MPa 

t= 17°C 

m=3:103 kg 

E, = 1,861 K mol"; 

E, = 0,521 K mol-! 

m=9)9g 

to = —0,54 °C; 

tı = 100,15 °C 

O=18kecalh"! = 

— 75kJ h! 

tı = 103,6 °C 

O0 = 525 kcal = 

= 2200 kJ; 

O0ı = 0,55 0 

ZAt=11K 

d = 3,6 cm 

O = 650,8 kcal = 

—= 2725 kJ 

oz Alı + adtz 
A-+od 
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Tabelle 1: Wichtige physikalische Konstanten 


Mittlere Fallbeschleunigung &n 
Näherungswert g 

Gravitationskonstante y 

Allgemeine Gaskonstante R 


AvoGApRrROsche Konstante Ni 
Molvolumen Vo 
BOLTZMANN-Konstante k 
Mechanisches Wärmeäquivalent J 
Elektrische Feldkonstante Eo 
Magnetische Feldkonstante Ko 
FARADAY-Konstante F 
Vakuumlichtgeschwindigkeit c 
Prancksches Wirkungsquantum h 
STEFAN-BOLTZMANN-Konstante c 
Konstante im WIEnschen 
Verschiebungsgesetz b 
Elementarladung des Elektrons eo 
Ruhmasse des Elektrons Mo 
Ruhmasse des Protons m, 
Ruhmasse des Neutrons m, 
Ruhmasse des «-Teilchens Ma 
Ruhmasse des Deuterons Ma 
Masse des H-Atonıs My 
BonHrsches Magneton Up 
RYDBERG-Zahl R 
Atomare Masseneinheit lu 
Energieäquivalent der atomaren 
Masseneinheit 


—= 9,80665 ms? 

—= 9,81 ms”? 

— 6,67: 10-1! m?kg-!s-2 

—= 8314J K!mol! = 

= 0,08205 latm K-!mol”! = 
— 1,986 cal K-'! mol-! 

— 6,022 - 102? mol! 

— 22,4141 

= R/N = 1,3806 - 10°? J K-! 
— 4,186 J cal-! 

—= 8,854 - 10°'? As V-tm-! 
—= 1,257 - 10°° Vs A-!m-! 

— 96485 As mol-! 

— 2,99792 - 10° m s-! 

— 6,626 - 10°°* Js 
=53.671:10°°J] ms" K + 


— 0,00289mK 
—= —1,602 : 101? As 
9,109 - 10°?! kg = 5,498 - 10-* u 
— 1,6726 - 102’ kg = 1,00758 u 
= 1,6749 - 10°?” kg = 1,00895 u 
— 6,6428 - 10°?’ kg = 4,002763 u 
— 3,342 - 10°?” kg = 2,014172 u 
— 1,6734 - 10°?” kg = 1,008128 u 
— 1,165 - 10-2? Jm A-! 

— 10973732 m! 
= 1,66053 - 102’ kg 


AE,u = 931,8 MeV 


17* 
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Tabelle 2: Bezeichnungen und Einheiten der verwendeten physikalischen Größen 


Größe 


Länge, Wegstrecke 
Masse 

Zeit 

Fläche 

Volumen 

Dichte 

Spezifisches Volumen 
Geschwindigkeit 
Beschleunigung 
Winkelgeschwindigkeit 
Winkelbeschleunigung 
Frequenz 
Periodendauer 

Kraft, Gewichtskraft 
Druck 

Arbeit, Energie 
Leistung 

Impuls, Bewegungsgröße 
Drehmoment 
Massenträgheitsmoment 
Drehimpuls 
Zugelastizitätsmodul 
Schubelastizitätsmodul 
Oberflächenspannung 
Viskosität 

Molmasse 

Temperatur 
Wärmemenge 


Spezifische Wärmekapazität 


Molwärme 
Umwandlungswärme 
Innere Energie 
Enthalpie 

Entropie 

Freie Energie 


Potentielle thermodynamische 


Energie 
Osmotischer Druck 
Wärmeleitfähigkeit 


Bezeich- 
nung der 


Einheit im 
Internat. 


Meter 


en) 
& 


Sekunde 


S N 


I) 


Newton 


VUNNMTERSCOUUTN 


I 
& 
ur 
ie) 
fe 
© 


N 

3 
N 

< 


»I39 WUNSTAPONRSsahm ug." 
x Da 
Q 
a 
<. 
je) 


Kurzzeichen der Einheit 
Größe System 


m 


Kilogramm kg 


J = kgm? s-?, Nm 
W=]Js! 

Ns 

J, Nm 

kgm? 

kgm? s-! 

N m°? 
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Größe 


Wärmeübergangszahl 
Blektrische Ladung 
Elektrische Feldstärke 
Ladungsdichte 
der Fläche 
des Volumens 
Elektrisches Potential 
Elektrischer Kraftfluß 
Dielektrische Verschiebung 
Elektrische Feldkonstante 
Dielektrizitätszahl 
Dielektrizitätskonstante 
Kapazität 
Energiedichte im 
elektrischen Feld 
Elektrische Stromstärke 
Potentialdifferenz 
Stromdichte 
Elektrischer Widerstand 
Spezifischer Widerstand 
Spezifische Leitfähigkeit 
Temperaturkoeffizient des 
elektrischen Widerstands 
Elektromotorische Kraft 
Elektrochemisches Äquivalent 
Magnetischer Induktionsfluß 
Magnetische Induktion 
Magnetische Feldstärke 
Magnetische Feldkonstante 
Permeabilitätszahl 
Permeabilität 
Magnetischer Widerstand 
Induktivität 
Lichtstrom 
Lichtstärke 
- Beleuchtungsstärke 
Brennweite 
Brechkraft 
Brechzahl 
Halbwertzeit 
Zerfallskonstante 


) 


Bezeich- 
nung der 
Größe 


FREE 
BS‘ 


DInmehaTrFuwenk® 
F 
S 


> MS 
BD 


Einheit im 
Internat. 
System 


Coulomb 


Volt 


Farad 


Ampere 


Ohm 


Weber 
Tesla 


Henry 
Lumen 
Candela 
Lux 


Dioptrie 
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Kurzzeichen der Einheit 


Jm”? s-! K-1 
C=As 
Vm-! 


Cm 

Cm? 
V=JA-ts! 
Vm 

Asm’? 

As V-!m-! 


Vs A-!m-! 
Vs A-!m! 
A Wb-! 
H=VsA-! 
Im 

cd 

lx 

m 

dpt = m! 
S 


s-1 
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Tabelle 3: 


Tabelle 4: 


Tabelle 5: 


a) Feste Stoffe in kgm°® 


Blei 

Glas 

Silber 

Zink 

Eisen (Stahl) 
Wolfram 


b) Flüssigkeiten in kgm® 


Tabellenanhang 

Dichte o 

Aluminium 2,7 10° 
Natriumchlorid 2,17 - 10°? 
Eis 0,92 - 10? 
Kupfer 8,9 - 10? 
Messing 8,5 - 10° 
Nickel 8,8 - 10° 
Äther | 0,714 : 10? 
Spiritus 0,79 - 10° 
Meereswasser 1,03 - 10? 


Quecksilber 
Petroleum 
Wasser 


c) Gase (im Normalzustand) in kg m°® 


Stickstoff 1,251 
Helium 0,178 
Kohlendioxid 1,977 


Oberflächenspannung co in Nm"! 


Quecksilber 0,49 
Spiritus 0,022 


Schallgeschwindigkeit cinms! 


Sauerstoff 317,2 
Stahl 5100 
Luft bei 0°C 332 


Sauerstoff 
Wasserstoff 
. Luft 


Terpentin 
Wasser bei 20 °C 


Wasser 
Wasserstoff 


11,3 - 10? 
2,5 : 10? 
10,5 - 103 
7,1: 10° 
7,8 10? 
19,1 : 10? 


13,6 - 10? 
0,8 - 10? 
1,0 : 10° 


1,428 
0,0899 
1,293 


0,027 
0,07 


1450 
1272 


Tabelle 6: 


Tabelle 7: 
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Ausdehnungskoefüzient in K’! 


Aluminium 
Kupfer 
Messing 


Spiritus 


a) Längenausdehnung « 


24 10° 


17 - 10° 
19 - 10 


b) Volumenausdehnung ß 


110 - 10-° 


Glas 
Zink 
Eisen (Stahl) 


Quecksilber 


Spezifische Wärmekapazität c in kcal kg! K’! 


a) Feste und flüssige Stoffe 


Aluminium 
Eis 
Gußeisen 
Spiritus 
Kupfer 
Messing 
Platin 


Öl (Durchschnittswert) 


Blei 
Quecksilber 
Zink 

Eisen (Stahl) 


b) Gase 


Argon 
Stickstoff 
Helium 
Kohlendioxid 
Kohlenmonoxid 
Sauerstoff 
Wasserstoff 
Luft 


10: 


12 - 


18,2 
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-10-5 


264 


Tabelle 8: 


Tabelle 9: 


Tabelle 10: 


Tabelle 11: 
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Schmelztemperaturen /, und Schmelzwärmen / einiger Stoffe bei p = latm = 
= 1,01325 - 10° Pa 


Zinn 


weißer Phosphor 


Aluminium 
Eis 

Blei 
Quecksilber 


Zinn 


weißer Phosphor 


Aluminium 
Eis 

Blei 
Quecksilber 


Die Siedewärme des Wassers bei einer Temperatur von 100 °C und einem Druck 


von 760 Torr beträgt 539 kcalkg°!. 


van-der-Waalssche Konstanten a, b 


Stoff 


ain J m? kmol”? 


3,65 - 10° 
5,54 - 10° 
1,32 - 10° 
1,37 - 10° 


b in m? kmol-! 


0,043 
0,03 
0,04 
0,03 


Die kryoskopische Konstante des Wassers ist K = 1,86 grd mol-!. 
Die ebullioskopische Konstante des Wassers ist E = 0,52 grd mol". 


Wärmeleitfähigkeit A bei 18 °C 


Ain kcal K-! m! s-ı 


Aluminium 
Kupfer 
Eisen (Stahl) 


Wärmeübergangszahlen « in kcalm”? h"'! K"! 


0,05 
0,095 
0,014 


Rauchgase - Asche 
Kesselstein - Wasser 


15 


4000 


Ain kcal K*!m 


Asbest 
Heraklit 
Putz 
Kesselstein 
Ruß 

Ziegel 
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Tabelle 12: Tabelle der chemischen Elemente 


(nach ihren chemischen Zeichen alphabetisch geordnet) 


chem. Ord- relative chem. - relative 
Zei- Element nungs- Atom- Zei- Element nungs- Atom- 
chen zahl masse chen zahl masse 
Ac Aktinium 89 227,05 Hf Hafnium 72 178,5 
Ag Silber 47 107,87 Hg Quecksilber 80 200,59 
Al Aluminium 13 26,98 Ho Holmium 67 164,93 
Am Amerizium 95 243 In Indium 49 114,82 
Ar Argon 18 39,948 Ir Iridium 71 192,2 
As Arsen 33 74,92 J Jod 53 126,904 
At Astatin 85 210 K Kalium 19 39,10 
Au Gold 79 196,97 Kr Krypton 36 83,80 
B Bor 5 10,81 Ku Kurtschatovium 104 264 

Ba Barium 56 137,34 La Lanthan 57 138,91 
Be Beryllium 4 9,012 Li Lithium 3 6,941 
Bi Wismut 83 208,98 Lr Lawrenzium 103 257* 
Bk Berkelium 97 245 Lu Lutetium 71 174,97 
Br Brom 35 79,904 Md Mendelevium 101 256* 

© Kohlenstoff 6 12,011 Mg Magnesium 12 24,305 
Ca Kalzium 20 40,08 Mn Mangan 25 54,938 
Cd Kadmium 48 112,40 Mo Molybdän 42 95,94 
Ce Zer 58 140,12 N Stickstoff 7 14,0067 
c Kalifornium 98 246 Na Natrium 11 22,9898 
Cl Chlor 17 35,453 Nb Niob(ium) 41 92,906 
Cm Curium 96 243 Nd Neodym 60 144,24 
Co Kobalt 21 58,93 Ne Neon 10 20,179 
Cr Chrom 24 51,996 Ni Nickel 28 58,71 
Cs Zäsium 55 132,91 No Nobelium 102 254* 
Cu Kupfer 29 63,546 Np Neptunium 93 237 
Dy Dysprosium 66 162,50 6) Sauerstoff 8 15,9994 
Er Erbium 68 167,26 Os Osmium 76 190,2 
Es Einsteinium 99 254* P Phosphor 15 30,9738 
Eu Europium 63 151,96 Pa Protaktinium 91 231 

F Fluor 9 19,00 Pb Blei 82 207,2 
Fe Eisen 26 55,85 Pd Palladium 46 106,4 
Fm Fermium 100 253* Pm Promethium 61 145 

Fr Franzium 87 223 Po Polonium 84 210,0 
Ga Gallium 31 69,72 Pr : Praseodym 59 140,908 
Gd Gadolinium 64 157,25 Pt Platin 78 195,09 
Ge Germanium 32 72,59 Pu Plutonium 94 242 

H Wasserstoff 1 1,008 Ra Radium 88 226,05 
He Helium 2 4,003 Rb Rubidium 37 85,47 


Ord- 
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Tabelle 12: Fortsetzung 


chem. Ord- relative chem. Ord- relative 
Zei- Element. nungs- Atom- Zei- Element nungs- Atom- 
chen zahl masse chen zahl masse 
Re Rhenium 75 186,2 Tc Technetium 43 98,913 
Rh Rhodium 45 102,905 Te Tellur 52 127,60 
Rn Radon 86 222 Th Thorium 90 232,038 
Ru Ruthenium 44 101,07 Ti Titan 22 47,90 
S Schwefel 16 32,06 TI Thallium 81 204,37 
Sb Antimon 51 121,75 Tm Thulium 69: ° 168,934 
Sc Skandium 21 44,959 U Uran 92 238,03 
Se Selen 34 78,96 V Vanadin 23 50,941 
Si Silizium 14 28,086 W Wolfram 74 183,85 
Sm Samarium 62 150,4 Xe Xenon 54 131,3 
Sn Zion 50 118,69 Y Yttrium 39 88,905 
Sr Strontium 38 87,62 Yb Ytterbium 70 173,04 
Ta Tantal 73 180,948 Zn Zink 30 65,37 
Tb Terbium 65 158,925 Zr Zirkonium 40 91,22 


*) Bei den so bezeichneten Atommassen 
handelt es sich jeweils um die Kernmassen- 
zahl des stabilsten Isotops 


Sachwortverzeichnis 


Aggregatzustand 223 

Akustik 121 

Amplitude 121 

Aräometer 110, 119 

Arbeit 36, 65 

Archimedisches Gesetz 
103, 110 

Archimedisches Prinzip 47 

Auslenkungsmoment 66 


Bäuche 123 

BERNOULLIsche Gleichung 
103, 113f£. 

Beschleunigung 10 

Bewegung, harmonische 140 

-, — gedämpfte 121, 131 

-, -— ungedämpfte 121, 125, 
130 

Bewegungsgröße 35 

-, Erhaltung der 63 

Biegung 101 

BOYLE-MARIOTTEsches 
Gesetz 157, 161, 195, 199 


CARNOT-Maschine 208 

Carnortscher Kreisprozeß 
183, 231 

-— -, Wirkungsgrad 183 

Celsiusskale 142 

CLAUSIUS-CLAPEYRONSche 
Gleichung 223, 226ff. 

CoRIOLIs-Kraft 35, 44 


Dämpfung 122 

Dämpfungskoeffizient 140 

Deformation elastischer 
Körper 94 

Dekrement, logarithmisches 
122, 131, 132, 140 

DoPpPpLersches Prinzip 124, 
139 

Dreh-impuls 61, 79, 93 

-— -, Erhaltung 63, 79 

--moment 61 

Druck 157 

-, kritischer 224, 243 

-, osmotischer 225, 240, 244 

--beanspruchung 102 

Durch-biegung 98 


--schnittsgeschwindigkeit 171 


Ebene, schiefe 41 

Ebullioskopische Konstante 
225 

Elastizität 94 

Energie, Erhaltung 128 

-, — der mechanischen 82, 
83, 84 

-, freie 185, 217, 222 

-, innere 180, 186ff., 219. 

-, kinetische 36, 65, 80, 93 

-, potentielle 37 

-, -— thermodynamische 
185, 217, 222 


Enthalpie 185 

Entropie 184, 212ff., 222, 
230, 236 

— eines idealen Gases 216 

--änderung 212, 222 

Erwärmung, isobare 204, 
209, 212 

-, isochore 204, 212 

Expansion, adiabatische 
204, 210 | 


Feldstärke 37 
Flächen-geschwindigkeit 30 
—-trägheitsmoment 95 
Flüssigkeit, ideale 103 
Freiheitsgrad 185 


Gas, ideales 182 

—-konstante 224 

—-volumen 157 

Gefrierpunkterniedrigung 
242, 244 

Gesamtbeschleunigung 23 

Geschwindigkeit 9 

-, mittlere der Moleküle 198 

-, 2. kosmische 56 

Gesetz von BOYLE-MARIOTTE 
157, 161, 195, 199 

—- — DALTON 200 

- - der Erhaltung der 
Wärme 144 
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Gesetz von GAY-Lussac 157 

Gisgssche Phasenregel 185, 
219 

Gleichgewicht 63 

Gleichgewichtsbedingungen 
73 

Gravitations-feld 37 

—-konstante 36 


Hauptträgheits-achsen 64, 67 

--momente 64 

Hookssches Gesetz 94, 96 

Hydrostatik, Grund- 
gleichung 102, 104f. 


Impuls, Erhaltung 70, 71, 
115, 128 

—-satz, erster 62 

inertial 35 

Inertialsystem 35 

Innendruck 224 

isotherm expandieren 221 

— komprimieren 221 


Kältemaschine 184, 208 

Kalorimeter 144 

Kapillar-aszension 104 

—-depression 104, 118 

Kapillare 120 

Kelvinskale 142 

Knoten 123 

Körper, starrer 60 

Kompression, adiabatische 
196, 221 

-, isobare 220 

-, isotherme 210, 221 

komprimieren 221 

Kondensationswärme 156 

Kontinuitätsgleichung 103 

Kräfte, äußere 62, 81 

-, innere 63 

--paar 62, 67 

Kreis-frequenz 66 

—-prozeß 181 


Sachwortverzeichnis 


Längenausdehnung, 
Koeffizient der 
thermischen 143 

Längenausdehnungs- 
koeffizient 155 

Lautstärkepegel 125 

Leistung 36 - 

Lösung 224, 237, 238 

Longitudinalwelle 123, 136, 
141 


Massen-punkt 34 
—-trägheitsmoment 64 
MAXWELLsches Gesetz der 
Geschwindigkeits- 
verteilung 159 
Mayersche Gleichung 182, 
193, 203 | 
Molalität 224, 237, 244 
Molarität 224, 237, 244 
Molbruch 224, 237, 244 
Molekularwärme 182 
Molvolumen 224 


NewTonsche Bewegungs- 
gesetze 34 

NEwTonsches Gravitations- 
gesetz 36 

Normal-beschleunigung 23 

--spannung 94 


Oberflächenspannung 104, 
120 
Ortsvektor 9 


Partialdruck 200, 225, 238, 
244 

PaAscALsches Gesetz 102 

Pendel, ballistisches 70 

- , physikalisches 65, 88, 93 

-—-]änge, reduzierte 66 

Periodendauer 66, 121 

Phase 222 

Phasen-differenz 124 

—-konstante 66, 121 


Poıssonsche Gleichung 133, 
196ff. 

- Konstante 95, 123, 137, 
193 

Polarkoordinaten 15 

Potential 38 

Prozeß, adiabatischer 197, 
201, 221 

-, isothermer 194 

-—, thermodynamischer 181 

—, umkehrbarer 217 


Rakete 91 

RaAourtsches Gesetz 225, 
240 

Raumausdehnungskoeffizient 
156 

Reibungskoeffizient 92 

Resonanz 122 


Sattdampf 223 

Satz von der Erhaltung der 
mechanischen Energie 
39 

— — STEINER 64 

Schall 124 

--geschwindigkeit 125, 137, 
141 

--pegel 139 

—-schwelle 125 

—-welle 140 

Schmelz-punkterniedrigung 
225 

—-wärme 154, 226 

Schubmodul 95, 123 

Schwebung 134, 140 

Schwerpunkt 60, 67ff., 90, 
91 

Schwingung 121 

-, erzwungene 122 

-, -— harmonische 132 


. -, gedämpfte 132 


Schwingungen, Über- 
lagerung harmonischer 140 
-, Überlagerung von 122 


Sachwortverzeichnis 


Schwingungs-bewegungen, 
Überlagerung von 133, 
135 

—-frequenz 121 

—-phase 121 

‚Siedepunkterhöhung 225, 
244 

Spannung 94 

STOKEssches Gesetz 103, 
116 

Ströme, stationäre 103 


Tangential-beschleunigung 
23 

--spannung 95 

Temperatur 142 

-, kritische 224 

--koeffizient 289 

Tensor der Bewegungsgröße 
64, 66 

Thermodynamik, I. Haupt- 
satz der 181, 188, 190, 
195, 200, 223, 229 

TORRICELLIsche Ausfluß- 
formel 103 

Torsions-modul 95, 99 

—-pendel 99, 102 

Totalreflexion 124 


Trägheits-ellipsoid 64 


—-moment 74, 75, 88, 92 


Transversalwelle 123, 136, 
141 
Tripelpunkt 223, 229 


Umwandlungswärme 223 


VAN-DER-WAALSSche 
Zustandsgleichung 224, 
233f., 243f. 

Verdampfungswärme 154 

Vibration 123 

Volumen, kritisches 224 

--änderung 97 

—-arbeit 181 

-—-dehnung, Koeffizient der 
thermischen 143, 150 


Wärme 142 

-, Gesetz von der Erhaltung 
144 

—-ausdehnung 142 

--kapazität 144 

— -, spezifische 144, 153, 
181, 189, 220 

— -—, — bei konstantem 
Druck 181 

- -,—- —- - Volumen 181 
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Wärme-leitfähigkeit 244 

—-jeitung 244 

--strom 244 

—-übergangskoeffizient 245, 
251 

Wasserwert 144, 152 

- des Kalorimeters 154 

Welle 121, 123 

—, stehende 123, 136, 140f. 

Wellen-brechung 124 

--Jjänge 123 

Winkel-beschleunigung 63, 
71, 92: 

-—-geschwindigkeit 77, 78, 

92, 93 


"Wirkungsgrad 222 


- des CARNOT-Prozesses 183 


Zentrifugalkraft 35, 44, 66, 
94 

Zugelastizitätsmodul 94 

Zustand, kritischer 235 

Zustandsänderung, 
adiabatische 183, 199, 202 

-, isochore 182 

-, isotherme 183, 198, 202 

Zustands-gleichung 157, 
182, 197 

--größe 142, 157, 185 


Fachlexikon ABC Physik 
Ein alphabetisches Nachschlagewerk 


.2 Bände. 1974. 1784 Seiten. Etwa 12000 Stichwörter. 2000 Abbildungen im Text und auf 
64, teilweise farbigen Tafeln. Zahlreiche Tabellen, Schemata, graphische Darstellungen und 
Literaturangaben. 18 cm x 24,5 cm. Kunstleder 


Das zweibändige Werk gibt in alphabetisch geordneten Einzelartikeln einen Überblick über 
das Gesamtgebiet der gegenwärtigen Physik und ihrer Spezialdisziplinen in der vielfältigen 
Verflechtung und gegenseitigen Abgrenzung zu den Nachbargebieten. Zusammenhängende 
Großartikel und kürzere Einzeldarstellungen geben Einblick in moderne physikalische For- 
schungs- und Arbeitsrichtungen sowie in den weiten technischen Anwendungsbereich der 
Physik. Die physikalischen Zusammenhänge der den Menschen umgebenden Erscheinungen 
werden wissenschaftlich einwandfrei und weitgehend allgemeinverständlich erläutert, um 
einem möglichst großen Benutzerkreis die rasche Orientierung zu erleichtern. Da viele Er- 
gebnisse und Gesetzmäßigkeiten der modernen Physik nur in der Ausdrucksweise der Mathe- 
matik präzise zu erklären sind, werden die verwendeten mathematischen Ausdrücke selbst 
in besonderen Artikeln erläutert. 

Das „Fachlexikon ABC Physik“ wendet sich an alle Leser, die in und neben dem Beruf an 
der Erläuterung physikalischer Begriffe interessiert sind, an Oberschüler, an Studierende 
naturwissenschaftlicher und technischer Fachrichtungen, an Lehrer und Dozenten sowie an 
wissenschaftlich oder praktisch tätige Fachleute, die sich schnell und zuverlässig informieren 
wollen. 


Weitere Bände unserer Lexika-Reihe: 


Fachlexikon ABC Technik und Naturwissenschaft. Ein alphabetisches Nachschlagewerk. 
2 Bände. 1970. 1213 Seiten. Etwa 16 000 Stichwörter. Etwa 1400 Abbildungen im Text und 
auf 51 teilweise farbigen Tafeln. Zahlreiche Tabellen, Schemata, graphische Darstellungen 
und Literaturangaben. 18 cm x 24,5 cm. Kunstleder 


Fachlexikon ABC Chemie. Ein alphabetisches Nachschlagewerk. 2 Bände. 1970. 2., ver- 
besserte Auflage. 1590 Seiten. Etwa 12 000 Stichwörter. Etwa 800 Abbildungen im Text und 
auf 40 teilweise farbigen Tafeln. Zahlreiche Tabelien, Schemata, graphische Darstellungen 
und Literaturangaben. 18 cm x 24,5 cm. Kunstleder 


Fachlexikon ABC Biologie. Ein alphabetisches Nachschlagewerk. 1972. 2., durchgesehene 
Auflage. 916 Seiten. Etwa 5000 Stichwörter. Etwa 950 Abbildungen im Text und auf 32 
teilweise farbigen Tafeln. Zahlreiche Tabellen, Schemata, graphische Darstellungen und 
Literaturangaben. 18 cm x 24,5 cm. Kunstleder 


Taschenlexikon Moiekularbiologie. Ein alphabetisches Nachschlagewerk. 1972. 356 Seiten. 
8 einfarbige Bildtafeln. 90 Strichzeichnungen im Text. 40 Formeln und Tabellen. 13 cm x 
19 cm. Leinen 


Taschenlexikon Elektronik — Funktechnik. Ein alphabetisches Nachschlagewerk. 1974. 
4., durchgesehene Auflage. 320 Seiten. Zahlreiche Abbildungen, Tabellen und Tafeln. Tafel- 
teil als Anhang. 13 cm x 19cm. Leinen 


Verlag Harri Deutsch - Zürich « Frankfurt am Main - Thun 


Ralf Sube und Günther Eisenreich 


Wörterbuch Physik 


In vier Sprachen: Englisch — Deutsch — Französisch — Russisch 


3 Bände. 1973. 2895 Seiten. Über 75000 Fachbegriffe in jeder Sprache. 17cm x 24,5 cm. 


Kunstleder in Schuber 


Das Werk enthält in jeder Sprache über 75000 Fachbegriffe aus den Gebieten Akustik (Elek- 
troakustik, physikalische Akustik, Ultra- und Infraschall) - Astrophysik — Biophysik (Elek- 
trobiologie, Molekularbiologie, Strahlenbiologie) — Elektromagnetisches Feld (Elektrizität, 
Blektrodynamik, Elektrostatik, Magnetismus, Quantenelektrodynamik) — Geophysik - 
Mechanik (Kinematik, Dynamik, Statik) -— Metrologie — Optik (geometrische und physika- 
lische Optik, Quantenoptik) — Physikalische Chemie - Relativitätstheorie — Struktur der 
Materie (Atomphysik, Festkörperphysik, Kernphysik, Molekularphysik, Physik der Flüssig- 
keiten und Gase, Plasmaphysik) -— Wärmelehre (Hochtemperaturphysik, Thermodynamik, 
Tieftemperaturphysik, Wärmeübertragung). 


Dieses Werk, das wegen der erheblichen Terminologiefülle der behandelten Gebiete in drei 
Bänden herausgegeben werden mußte, wendet sich an einen breiten Kreis von Fachleuten, 
die mit der Übersetzung und Auswertung von Literatur auf dem Gebiet der theoretischen 
und angewandten Physik im In- und Ausland konfrontiert werden. 


Der Autor, Dipl.-Math. Ralf Sube, der Fachwelt bereits durch sein Wörterbuch „Kern- 
physik und Kerntechnik‘“ bekannt, hat zusammen mit Prof. Dr. rer. nat. habil. Günther 
Eisenreich in mühevoller Kleinarbeit auf der Grundlage umfangreichen originalsprachigen 
Quellenmaterials ein an Wortstellen- und Synonymreichtum auf dem ‚Gebiet der Fach- 
wörterbücher wohl schwer zu übertreffendes Werk geschaffen, das sowohl den fachsprach- 
lich interessierten Theoretikern als auch den auf zahlreichen Gebieten tätigen Praktikern 
eine große Hilfe bei der Bewältigung ihrer Aufgaben sein wird. 


Die einzelnen Wortstellen sind nach dem bewährten System vielsprachiger Wörterbücher 
alphabetisch geordnet. Die Anordnung der aufgenommenen Sprachen gestattet ein be- 
quemes Übersetzen aus jeder in jede der enthaltenen Sprachen bei minimalen Zugriffszeiten. 
Durch zahlreiche Hinweise über den Anwendungsbereich einzelner Synonyme durch Anführen 
von Fachgebietshinweisen wurde erreicht, daß dem Benutzer, Grundkenntnisse der jeweili- 
gen Sprache vorausgesetzt, die Wahl des richtigen Äquivalents erleichtert wird. 


Das Wortgut wurde in jeder Sprache in der jeweiligen Originalliteratur belegt, wodurch ein 
hoher Grad an Genauigkeit erreicht werden konnte. 


Verlag Harri Deutsch e Zürich « Frankfurt am Main - Thun 


Heinz Schilling 


Elektromagnetische Felder und Wellen 


1974. 386 Seiten. 112 durchgerechnete Beispiele. 299 Aufgaben mit Lösungen. 17cm x 
23 cm. Styx 


Dieser Band ist die Fortführung des Titels „Physik in Beispielen‘ von V. Hajko, der jetzt 
in zwei Paperbacks (Teil I: Mechanik und Wärmelehre - Teil II: Elektrik — Optik — Quanten- 
theorie) erscheint. 


Die Darstellung physikalischer Effekte an Hand technischer Beispiele macht es besonders 
bei den elektrischen Erscheinungen erforderlich, Grundbegriffe aus der Elektrotechnik ein- 
zuführen. Neben den rein physikalischen Betrachtungen über Elektronen und Ionen und 
über elektrische und magnetische Größen in statischen, stationären, nieder- und hochfrequen- 
ten Feldern werden daher auch die Elemente der Vierpoltheorie, der Vorgänge in Kabeln 
und Leitungen und der Sende-, Empfangs- und Transistortechnik behandelt. 


Wie in den vorangegangenen Bänden ist jeder Abschnitt in drei Teile untergliedert: einen 
kurzgehaltenen Lehrtext über die theoretischen Grundlagen, die ausführliche Lösung syste- 
matisch ausgewählter Probleme bis zum numerischen Ergebnis und eine große Zahl von 
Aufgaben mit Angabe der Lösungen am Schluß des Buches. 


Kleine Enzyklopädie Mathematik 


Herausgegeben von W. Gellert, H. Küstner, M. Hellwich und H. Kästner. 1972. Neuauf- 
lage. 837 Seiten. 950 Textabbildungen, davon über 700 mehrfarbig. 72 Bildtafeln als Anhang. 
16cm x 22cm. Kunstleder 


Dieses Werk gibt eine Einführung in die Mathematik. Unterstützt von rund 950 Abbildungen, 
werden dem Leser nicht nur alle Grundlagen vermittelt; in zahlreichen durchgerechneten 
Beispielen werden die wichtigsten Anwendungen geschildert und die Wege zu aktuellen 
Sondergebieten erschlossen, in die er dann selbständig eindringen kann. 


Internationale Mathematische Nachrichten (Nachrichten der. Österreichischen Mathema- 
tischen Gesellschaft), Wien (1972, Nr. 102): „Die Herausgeber haben sich bemüht, ‚dem 
Bedürfnis weitester Kreise nach möglichst rascher und sicherer Information über die Ge- 
biete der Mathematik und zugleich nach leichtverständlicher Darstellung zu entsprechen‘, 
und man darf ruhig sagen, daß dieses Vorhaben vollauf geglückt ist. Sie führen in den ersten 
beiden Hauptteilen durch Elementarmathematik und Höhere Mathematik und geben im 
dritten Teil einen Einblick in wichtige Spezialdisziplinen. Das Buch ist keine reine Formel- 
sammlung, sondern vermittelt den Stoff zusammenhängend, wobei die geschichtliche Ent- 
wicklung weitgehend berücksichtigt wurde; es läßt auch die tragende Rolle erkennen, die der 
Mathematik in Naturwissenschaft und Technik zukommt.“ 


Verlag Harri Deutsch »- Zürich »- Frankfurt am Main - Thun 


Wenn Sie eine technische oder naturwissen- 
schaftliche Fachrichtung studieren, werden Sie 
ständig mit ST konfrontiert, für die Sie 


BR 
durch Besuch einer Vorlesung und können Sie 
auch nur in beschränktem Umfange aus dem 
Lehrbuch erlernen - es kommt vor allem 
Ein Hilfsmittel für derartige Übungen will 
dieses Buch sein; es versucht, eine Brücke 
zwischen der Theorie des Lehrgebietes und der 
Praxis des Aufgabenrechnens zu schlagen. 

In ihm sind 457 Beispiele und Aufgaben 

aus den Gebieten Mechanik, Wärmelehre und 
sind als Beispiele ausführlich durchgerechnet, 
während Sie zu den übrigen Aufgaben die 
Jedem Abschnitt ist ein kurzer Lehrtext 
vorangestellt, in dem die wichtigsten Begriffe, 
Gebietes zusammengefaßt werden. Damit ist 
Ihnen die Möglichkeit gegeben, sich den im 
Unterricht angeeigneten Stofl ins Gedächtnis 
zurückzurufen, ohne daß Sie erst in anderen 
Büchern suchen müssen. 

Für die Beispiele wurden nach Möglichkeit 
solche Themen gewählt, die nicht nur die 
physikalische Idee oder einen geschickten 
Lösungsweg demonstrieren, sondern auch für 
Sie als Wissenschaftler oder Techniker von 
Sie in diesem Buch Material zur Gestaltung 
von Übungen. 

Das Werk wurde von sechs Dozenten am 
Lehrstuhl für Physik der Universität KoSice 
unter Leitung von Prof. Dr. rer. nat. 
Vladimir Hajko verfaßt und ist nicht nur 

in der ÖSSR sehr gefragt. 


